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AVVISO 



^bllà 



Questa edizione non differisce dalla precedente che per 
l’aggiunta di alcune parole qua e là, a fine di servire alla 
chiarezza della esposizione, e per alcune note che si tro- 
veranno alla fine del libro 

La prima nota è quella stessa, che fu già messa nella 

2 uarta edizione. La seconda espone il modo , con cui 
iaeomo Gregory, celebre geometra Inglese, determina 
il rapporto approssimativo della circonferenza al diame- 
tro. Nella terza si contiene una costruzione grafica , con 
la quale si può facilmente trovare la lunghezza della cir- 
conferenza di un dato cerchio con 1’ approssimazione di 
circa un diecimillesimo. La quarta in fine ha per obbiet- 
to di far acquistare agli studiosi una idea chiara e suffi- 
ciente del metodo delimiti. 

Con quesle addizioni abbiam procurato di rendere il 
nostro lavoro più compiuto, affinchè possa meglio corri- 
spondere alla benevola accoglienza fattagli dal Pubblico. 

Finalmente , dobbiamo avvertire che le definizioni e 
nozioni intorno alle diverse specie di grandezze , che si 
contenevano nel primo Capitolo, sono state tolte in que- 
sta edizione, e si troveranno nell’Aritmetica, che ben pre- 
sto daremo alla luce. 
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Il lettore è pregato a faro le correzioni qui sopra indicate pri- 
ma di cominciare la lettura dell'opera. 
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LIBRO PRIMO 

DELLE RETTE PERPENDICOLARI , OBLIQUE , E PARALLELE. 
PROPRIETÀ’ PRINCIPALI , E DESCRIZIONE 
DELLE FIGURE RETTILINEE. 

CAPITOLO PRIMO 

DEFINIZIONI, E NOZIONI PRELIMINARI. 




1 . I-a Geometria è la scienza dell'estensione. 

2. L’estensione ha lunghezza, larghezza, e profondità. 

3. La lìnea è una lunghezza senza larghezza. 

4. 1 termini o estremità di una linea si chiamano punti. 

li punto non ha dunque alcuna estensione. 

5. La linea retta è la più breve di tutte quelle linee , che sì 
possono condurre da un punto ad un altro. 

Quindi la distanza di due punti è la lunghezza della linea retta 
che unisce questi due medesimi punti. 

C. Ogni linea che non è retta, nè composta di linee rette , di- 
cesi linea curva. 

Così ( Cg. I ) AB è una linea retta, ACDB una linea spezzata 
o composta di linee rette, AEB è una linea curva. 

7. La Superficie è ciò che ha lunghezza e larghezza, senza pro- 
fondità; 

8. La Superficie piana o più semplicemente il Piano, è quella 
superficie nella quale prendendo due punti ad arbitrio , ed unen- 
doli con una linea retta , questa linea trovasi sempre tutta intera 
nella superficie. 

9. Ogni superficie, che non è piana, nè composta di superficie 
piane dicesi Superficie curva. 

10. Solido 0 corpo è ciò che ha lunghezza, larghezza , e pro- 
fondità. 

1 
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geometria piana 



1 1 . La circonferenza del cerchio ( fig. 2 ) è un» linea curva 
AFD esistente in un piano, i cui punii sono ludi egualmente di- 
stanti da un punto interno C, che si chiama centro 

12. La superficie piana terminata d’ogni intorno dalla circonfe- 
renza dicesi cerchio o circolo. 

13. La retta condotta dal centro ad un punto della circonfe- 
renza appellasi raggio. 

14. Ogni retta come Ali che passa pel centro C, e termina alla 
circonferenza dall'una c dall’altra parte, si dirà diametro. 

■ 15. In virtù della definizione del cerchio è evidente che tutti i 
raggi AC, CE, CD, CB, CF, ecc. sono eguali fra loro, ivuie pu- 
re tutti i diametri, e che ogni diametro è doppio del raggio. 

16. Una porzione qualunque della circonferenza diresi arco. 

17. La corda o sottesa dell’arco è la linea retta che unisce le 
sue due estremità. 

18. La circonferenza del cerchio è la sola linea curva che si 
considera negli elementi di geometria. Essa può concepirsi corno 
generata dal moto di una linea retta situata in un piano, e di cui 
una estremità rimane fissa nel centro , mentre I’ altra gira finché 
ritorni al suo primo luogo. 

19. Le definizioni del punto, della linea, della superficie, e del 
solido hanno la loro origine nelle idee comuni a tutti gli ui mini . 
ma siccome ciò non apparisce a prima vista , co-ì hanno bisogno 
di essere dilucidate, affinché si possa veder chiaramente clic i pri- 
mi inventori ricavarono dalle idee accennate i principj ed i germi 
delle conoscenze geometriche. Una siffatta dilucidazione si troverà 
nella nota qui sottoposta (*). 



(*) Tutto ciò che non è corpo , o che non è attributo di un corpo non 
tniò cadere sotto i nostri scusi. Altronde se si togliesse ad un corpo la 
lunghezza , o la larghezza , o la profondità , esso cesserebbe eli esistere. 
Ciò non ostante la geometria considera il punto come non avente ateuna 
estensione , la linea come estesa solamente in lunghezza, e la superficie 
( orno una lunghezza e larghezza senza profondità. Da ciò alcuni filosofi 
hanno dedotto che i punti, le linee , e le superficie sono pure astrazioni , 
che non possono appartenere ad alcuno oggetto posto fuori di noi; e quin- 
di sono passati a metter in dubbio ia certezza c la utilità della geometria 
medesima, negando Desistenza delle parti dell’estensione , di cui essa esa- 
mina le proprietà. 

Tutte queste difficoltà svaniscono, ore si ridetta elio il punto , la linea, 
e la superficie esistono realmente, abbenehe non si possono separare dal 
corpo, di cui sono gli attributi. Infatti siasi qualunque il corpo, che si con- 
sidera , esso è necessariamente terminato , senza ui che non sarebbe di- 
stinto dallo spazio indefinito. Ora i termini, che lo circoscrivono , sono le 
superficie, le quali hanno per termini le linee; c queste stesse vanno a ter- 
minare ne’punti. E non solamente questi termini esistono , nin di più ca- 
dono sotto ai nostri sensi, dappoiché col loro mezzo arriviamo a conoscere 
la figura dei corpi. 
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Spiegazioni di alcuni termini. 

20. Il metodo che comunemente si adopera nella esposizione 
della geometria , consiste specialmente nel ridurre le verità di 
questa scienza ad altrettante proposizioni, cui si danno diversi no- 
mi, secondo la natura di esse. 

. Teorema è una proposizione, la quale diviene evidente per 
mezzo di un ragionamento, che chiamasi dimostrazione. 

22. Problema è mia quistione proposta che esige una soluzione. 

23. Lemma è una proposizione , che si premette per facilitare 
la dimostrazione di un teorema, o la soluzione di un problema. 

24. Corollario è la conseguenza, clic si deduce da una , o da 
più proposizioni. 

25. Scolio è una osservazione , che si Ta sopra una o più pro- 
posizioni precedenti, diretta a far conoscere il loro legame, la lo- 
ro generalità, o la loro limitazione. Talvolta lo scolio si premette 
come preparazione alle proposizioni che seguono, e talvolta ancora 
si adopera per legittimare o per dichiarare un qualche principio. 

26. Ipotesi significa supposizione. Ogni teorema costa di una 
ipotesi che si inette in principio , cioè nella enunciazione di esso 
teorema, e di una conclusione o conseguenza, che sene deduce. 

27. Tutt’i termini fin qui spiegali derivano dalla lingua greca: 
l'uso, clic di essi si farà in appresso, niellerà in piena luce il loro 
significato. 

28. La geometria non potrebbe giugnere a dimostrare i teoremi 
ed a risolvere i problemi senza appogiarsi ad alcuni principii che 
sono inerenti al soggetto proprio di questa scienza; e clic si devo- 
no premettere ed accettare senza alcuna dimostrazione ; poiché se 
tutto si dovesse- dimostrare, non esisterebbe più alcuna scienza. 1 
principii, di cui è parola., si contengono negli assiomi e ne’ po- 
stulati o dimande. 

Degli Assiomi. 

20. Assioma è una proposizione, che non ha bisogno di dimo- 
strazione. 



Che se poi la geometria considera i punti indipendentemente dalle linee, 
le linee- indipendentemente dalle superficie , c le superficie indipendente- 
mente dai solidi, ciò deriva dalla limitazione del nostro intelletto, che non 
poteudo comprendere distintamente più cose ad un tempo è costratto a 
separare per astrazione ciò che la natura ha congiunto con indissolubile 
legame. L’utilità di questa astrazione si manifesta in infiniti casi, ne’ quali 
si devo esaminare la sola lunghezza, o la sola larghezza, o finalmente la 
■ola profonditi, trascurando le altre due; come avviene quando si vuol sa- 
pere l’altezza di una torre senza aver riguardo alla sua larghezza, ed alla 
sua lunghezza, la larghezza di un fiume senza la lunghezza e profondità 
dello stesso , ecc. Da ciò si vede che la geometria ha il suo fondamento 
nelle idee comuni a tulli gli uomini ; f che le studio di essa è di una im- 
mensa utilità. 
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GEOMITIUA riAKA 



30. La Geometria si Tale di due spcc e di assiomi, cioè di quelli 
che le sono comuni coll' Aritmetica ; e di quelli che spettano ad 
essa sola 

31. Gli assiomi comuni aU’Aritmctica ed alla Geometria si chia- 
mano ancora notizie comuni, e sono i seguenti: 

I. Il tutto è maggiore di qualunque sua parte, ed è uguale alla 
somma delle parli, nelle quali è stato diviso. 

II. Due quantità uguali ad una terza sono uguali fra loro. 

MI. Se a quantità uguali si aggiungono, o si tolgono altre ugua- 
li, o una medesima comune ad ambedue, le somme, o i residui sa- 
ranno uguali. 

IV. Se a quantità disuguali si aggiungono, o si tolgono quan- 
tità uguali, o una stessa ad entrambe comune, le somme, o i resi- 
dui saranno disuguali: 

V. Le quantità che sono doppie, triple, quadruple, ecc., di una 
medesima quantità, sono uguali fra loro. 

VI. Le quantità che sono la metà , la terza parte , la quarta 
parte, ecc., di una stessa quantità, sono uguali tra loro. 

32. Gli assiomi proprii della Geometria sono: 

I. Due grandezze sono eguali quando soprapposte I’una all’al- 
tra coincidono in tutta la loro estensione. 

II. Da un punto ad un altro non si può condurre che una sola 
linea retta: ovvero, due linee rette noa chiudono spazio. 

III. Due lince rette non possono avere un sey mento, ossia una 
parte comune senza coincidere l’una coll’ altra in tutta la loro e- 
stensione: ovvero, una linea retta non può prolungarsi dall' una 
e dall’altra parte che in un solo modo. 

33. Corollario. Da ciò si deduce che due punti bastano a de- 
terminare la direzione o posizione di una linea retta; e per conse- 
guenza due linee rette che hanno due punti comuni coincidono 
l una coll'altra in tutta la loro estensione , e formano una sola c 
medesima linea, retta 

34. Scolio. E facile vedere che i tre assiomi precedenti dipen- 
dono il primo dalla nozione della estensione , e gli altri due da 
quella della linea retta , nozione ch’è chiara in tutti gli uomini , 
abbenchè non possa darsi una definizione esatta della linea retta , 
appunto perchè non può definirsi in che consiste il risultamento 
immediato della sensazione , che ci fa conoscere la via più corta 
per andare da un punto ad un altro. 

Dei Postulati. 

35. Postulati diconsi alcune operazioni cosi semplici che ognu- 
no ammette la possibilità di effettuarle ; c si clfettuano realmente 
per mezzo della riga, e del compasso. Essi sono: 

I. Condurre una linea retta da un punto ad un altro. 

II. Prolungare una retta terminata. 

III. Con un dato punto preso per centro , c con un dato inter- 
vallo coinè raggio descrivere un cerchio. 
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36. Scolio. Le tre procedenti operazioni appartengono propria- 
mente alle pratiche meccaniche. La geometria non insegna a de- 
scrivere la linea retta, ed i! cerchio, ma dimanda che si sappiano 
descrivere accuratamente prima di applicarsi allo studio di essa. 
Adunque le descrizioni della linea retta , e del cerchio sono pro- 
blemi, ma non geometrici : si dimanda alla meccanica la loro so- 
luzione, poi nella geometria s’insegna l’uso che deve farsene. E si 
gloria la geometria di eseguire cosi grandi cose appoggiandosi a 
pochi principii presi altrove. E dunque fondata la geometria sulla 
meccanica pratica, e non è altro che quella parte della meccanica 
universale, la quale espone c dimostra 1’ arte di misurare accura- 
tamente (*). 

37. Corollario. Per mezzo dei tre postulati precedenti si può 
facilmente descrivere una retta eguale alla somma , o alla diffe- 
renza di due rette date ( fig. 3 ). 

1° Sieno le due rette date DE, FG. Si tiri una retta indefinita, 
sulla quale si prenda un punto A ad arbitrio; indi si faccia cen- 
tro in A e con un raggio AB uguale a DE si descriva un arco di 
cerchio che taglia la retta indefinita in un punto B. Parimente si 
faccia centro in B, e con un raggio uguale a FG si descriva un 
altro arco di cerchio che tagli la retta indefinita in un punto C. E 
evidente che la retta AC sarà la somma delle rette AB, BC, e per 
conseguenza delle due rette date DE. FG. 

2" Per avere una retta uguale alla differenza di due rette date 
DE, FG, si tiri una una retta indefinita, sulla quale si prenda nel 
modo sopraddetto una parte AB uguale alla maggiore DE; poi a 
partire dal punto B si prenda sopra AB una parte Blì uguale alla 
minore FG, è manifesto che la retta AH sarà la differenza delle 
rette AB, Bit, e per conseguenza delle due rette date DE, FG. 

Spiegazione di alcuni segni. 

38. Per servire alla brevità del discorso faremo uso talvolta dei 
segni qui appresso. 

1° Il segno = indica l’uguaglianza di due quantità, cosi A=B 
si pronunzia, A é uguale a B: quando poi si vuol indicare che A 
e? maggiore di B, si scrive A>B: all’ opposto A<B dinota che A 
tf minore di B. 

2° 11 segno •+■ significa più, e serve a dinotare l’ addizione, 'on- 
de A -I- B rappresenta la somma delle due quantità A e B 

3° Il seguo — si pronunzia meno, ed indica la sottrazione: così 
A — B rappresenta la differenza delle due quantità A e B, ovvero 
ciò che resta togliendo B da A. 

4° 11 segno X indica la moltiplicazione; così AxB si’pronun- 
zia A moltiplicato per B , ed indica chetai deve moltiplicare 
per B. 



(*) Newton, Vrincip. Mathem. nella prefazione. 
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GEOMETRIA PIANA 



5° Finalmente A : li, oppuve — ni pronunzia, A di p.r li, c 

vuol dire che A si deve dividere per B. 

89. Scolio. Oltre ai segni precedenti si fa uso talvolta delle let- 
tere con gli accenti. Supponiamo, per esempio, che con le lettere 
A, li, C sicnsi indicati certi punti, o linee; e che occorra indicare 
punti, o linee aualo.^he : in tal caso si adoperano le stesse lettere 
con gli accenti A, B', C' ; clic si pronunziano A prima, tì prima, 
C prima. Talvolta si ricorre alle stesse lettere con due accenti , 
che si pronunz'ano. A seconda, . B seconda, C seconda, con tre ac- 
cen'i, con quattro ecc. 

Deve ancora avvertirsi che in alcuni casi si adoperano le lettere 
inajuscole insieme con le minuscole. Si distinguono allora nel di- 
scorso pronunziando la parola grande dopo le inajuscole, e la pa- 
rola pìccola dopo le minuscole.' 

CAPITOLO II. 

delle rette, che s’ incontra* ri, e delle rette parallele. 

40. Si è già veduto (n° 33 ) che due linee rette nou possono a- 
vere due punti comuni senza coincidere I' una con I’ altra in lut'a 
la loro estensione. Qnindi due linee rotte separate e distinte non 
potranno mai avere più di un punto comune: e se hanno di comu- 
ne un sol punto si dice che le due linee s’ incontrano, o che con- 
corrono, oppure clic s’ intersegano o si tagliano; ed il punto comu- 
ne si chiama punto d' incontro, di concorso, d' intersezione. 

41 . Definizione I. Quando due rette AB, AC ( fig. ) s' incon- 
trano, in un piano, la quantità più o meno grande, di cui esse si 
allontanano 1’ una dall’ altra, quanto alla loro situazione , dicesi 
Angolo. 

Le due rette medesime si chiamano lati dell'angolo, ed il punto 
ad esse comune appellasi vertice dell’ angolo. (*) 

42. Due angoli sono uguali allorché situando il vertice dell'uno 
sul vertice dell’ altro, cd applicando un lato sopra un lato, i rima- 
nenti due lati si confondono in una medesima direzione. 

43. Da ciò risulla evidentemente che la grandezza di un ango- 
lo non dipende dalla lunghezza dei suoi lati. Quando si è detto ha- 

(*) Euclide lia definito l’angolo noi modo seguente: 

( L’ angolo piano è 1’ inclinazione, clic nel piano hanno tra loro due li- 
» nec che scambievolmente si toccano, e non sono poste per diritto < 

Questa definizione riduccsi a sostituire alla parola angolo, clic si doveva 
definire, quella d'inclinazione, ohe ha pure bisogno di essere definita. Del 
resto è impossibile dare una definizione esatta dell’ angolo, porche non si 
può dare una definizione esatta della linea retta da cui dipende la formazio- 
ne dell’ angolo. È questa una imperfezione inevitab le de’ principi! fonda- 
rne muli della scienza. 
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sta per acquistare una nozione compiuta dell' angolo , e per com-- 
prendere facilmente tulle le conseguenze che ne derivano , poco 
importando che non possa darsi una esatta definizione di esso 
angolo. 

44. L’ angolo s’ indica alle volte colla sola lettera ( fig. 4 ) del 
vertice dicendosi 1’ angolo A- Ma siccome accade spesso che più 
angoli hanno un medesimo vertice, così si è convenuto d’ indica* 
re ciascun angolo con tre lettere, dicendosi 1’ angolo BAC, o che 
vate lo stesso CAB, avvertendo sempre di mettere in mezzo la let- 
tera del vertice. 

4 5 Se due angoli BAC, CAD(bg. 5) hanno lo stesso vertice A, 
un lato comune AC, c gli altri due lati AB, AD. situati 1’ uno da 
una parte, e 1’ altro dall altra del lato comune AC, 1’ angolo BAD 
sarà evidentemente la somma dei due angoli BAC, CAD. Quindi 
1’ angolo CAD sarà la differenza dei due angoli BAD, BAC. 

46. Supponiamo che dal punto A ( fig. 6 ) si sieno tirate le rette 
AB, AC, AD, AE, ecc., in guisa che gli angoli BAC, CAD,DAE, 
ecc., risultino uguali fra loro. E manifesto che l’angolo DAB sa- 
rà il doppio dell angolo BaC, 1’ angolo E AB ne sarà il triplo, e 
così in progresso All opposto l'angolo BAC sarà la metà dell’an- 
golo BAD, la terza parte dell' angolo BAE, e così di seguito. 

Da ciò si deduce che gli angoli si possono sommare, sottrarre, 
moltiplicare, e dividere cune le altre quantità. 

tìl .Definizione 11. Quando una retta CA (fig. 7) incontra un'al- 
tra BD, in guisa che gli angoli adiacenti CAB, CAD sieno ugua- 
li fra loro, ciascun i di essi dicesi angolo retto , e la linea CA è 
detta perpendicolare alla linea BD. 

48. Definizione 111. Se dal punto A si conduca un’ altra retta 
AE, l’angolo BAE maggiore del retto BAC chiamasi angolo ottu~ 
so-, T angolo EAD minore del retto d'cesi angolo acato. La linea 
AE poi. che forma angoli adiacenti disuguali colla retta BD si dirà 
essere obliqua a questa retta. 

49. Definizione IV. Sotto la denominazione di angoli obliqui si 
comprendono gli angoli acuti ed ottusi. 

50. L’ esistenza di una retta perpeudicolare ad un’ altra si po- 
trebbe assumere come evidente, ma è facile assicurarsene nel mo- 
do seguente. 

Si concepisca che la retta EA (fig. 7 ) sia posta sopra AD facen- 
do con questa una sola linea retta, e che poi, restando AD immo- 
bile, la linea KA giri intorno al punto A verso il puuto B. Finché 
la linea EA coincide con AD, 1‘ angolo formato da ques'e rette è 
zero, vale a dire nullo, ma appena EA comincia a girare , tutti i 
punti di questa retta, eccetto il punto A, si distaccano ad un tem- 
po dalla retta AD, ed allora I’ angolo com ncerà a formarsi. Siffat- 
to angolo sarà acutissimo da principio, ma andrà crescendo a mi- 
sura che gira la retta EA ; e questo aumento non cesserà se non 
quando la retta EA sarà giunta a coincidere col prolungamento 
AB della retta AD. Quindi l’angolo EAD che nel principio del 
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movimento era acuto potrà divenire ottuso; e per conseguenza de- 
v' esistere una posizione della retta EA, in cui gli angoli adiacenti 
risultano uguali , ovvero dev' esistere una retta perpendicolare a 
BD. Or siccome la posizione accennata è unica , così ue consegue 
evidentemente che 

. Da un punto preso sopra una retta data non si può]innalzare 
su questa retta che una sola perpendicolare. 

PROPOSIZIONE I — TEOREMA 

51 . Gli angoli retti sono tutti eguali fra loro ( fig. 7 ). 

Dimostrazione . Sieno le due rette HO , CA rispettivamente per- 
pendicolari alle due rette FG, BD. Dico che gli angoli retti FOH, 
BAC sono eguali fra loro. 

Imperciocché, se le rette FG, i?Z)s'imraaginino soprapposte l una 
all’altra in modo che il punto O dell’una coincida col punto ^del- 
l’altra, la perpendicolare OH dovrà pure coincidere coìla perpendi- 
colare AC-, dappoiché se prendesse un’altra direzione AE, allorajda 
uno stesso punto A si potrebbero innalzare due perpendicolari AC, 
AE sopra una medesima retta BD. Ma ciò è impossibile ( n.° 50 ), 
dunque la retta OH deve coincidere colla retta AC; e per conse- 
guenza gli angoli FOH , BAC sono uguali (fig. 42 ). Il che biso- 
gnava dimostrare. 



PROPOSIZIONE II TEOREMA 

52. Se uno retta incontra tni altra, la somma degli angoli a- 
diacenti è uguale a due angoli retti ( fig. 7 ). 

Dim La retta EA incontri la retta BD nel punto A. Dico che 
gli angoli adiacenti EAB, EAD presi insieme sono uguali a due 
retti . 

Perocché, se la retta EA è perpendicolare a BD, la proposizio- 
ne enunciata risulta evidente, essendo retto ciascun dei due ango- 
li adiacenti. Suppongasi dunque che EA sia obliqua a BD , e dal 
punto A (n° 50 j si concepisca innalzata sopra BD la perpendico- 
lare AC. 

L’ angolo EAB supera il retto BAC dell’ angolo CAE: al con- 
trario l’angolo EAD è più piccolo del Tello. CAD dello stesso an- 
golo CAE. 

Dunque levando 1* eccesso dell’ angolo EAB sopra un retto, ed 
aggiungendo questo eccesso all’ angolo EAD, la somma degli an- 
goli adiacenti EAB, EAD sarà uguale a due retti. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

53. Corollario. Apparisce da questo teorema che se da un me- 
desimo punto A ( fig- 8 ) di una retta BD, e da una medesima par- 
te si tirino quante rette si vogliano A E, AG, AH, ecc., tutti gli 
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angoli consecutivi BAE , EAG . GAll, HAD, presi insieme saran- 
no eguali a tlue retti; dappoiché sono eguali a due angoli adiacen- 
ti BAH. BAH. 

51. Definizione. Due angoli si dicono supplementarii , quando 
la loro somma equivale a due angoli retti; si dicono poi compie - 
mentarii ; se equivalgono ad un angolo retto. 

proposizione iti — teorema 

55. Se dallo stesso punto C della retta CD si tirino a parti 
contrarie le rette CA, CB, in guisa che la somma degli angoli a- 
diacenli DCA, 1)CB sia uguale a due retti, le linee AC , CB for- 
meranno una sola retta AB (fig. 9). 

Dim. Perocché se CB non è il prolungamenlo di AC, lo sia CF. 
Kssendo dunque ACF una linea retta che viene incontrata dalla 
retta DC nel punto C, sarà (u°52) la somma degli angoli adiacenti 
ACD, FCD eguale a due retti. Ma per ipotesi è pure uguale a due 
retti la somma degli angoli ACD, DCB, dunque la prima somma 
sarà uguale alla seconda (n“ 31); e però se si tolga il comune an- 
golo ACD, resterà (n° 31)1’ angolo DCF uguale all’ angolo DCB, 
cioè il lutto uguale alla parte; il ihc non può sussistere (n.° 31 ). 
Quindi CB è il prolungamento di AC , ovvero AC e CB formano 
una sola linea retta. 11 che bisognava d'tnos'rare (*). 

PIIOPOSIZIONB tv — TEOREMA. 

56. Se due rette si tagliano scambievolmente, gli angoli oppo- 
sti al vertice sono uguali (fig 10). 

Dim. Sieno AB, CD due linee che si tagliano in 0: dicoche gli 
angoli opposti al vertice, o verticali DO A , BOC sono uguali fra 
loro, come pure gli angoli AOC, DOB. 

Infatti la retta AO incontrando la retta CD nel punto 0, fa con 
questa i due angoli adiacenti DOA, AOC uguali a due retti (n°52). 
Parimente la retta CO incontrando la retta AB nello stesso punto 
0, fa con questa i due angoli adiacenti AOC , BOC uguali a due 
retti. Se dunque si toglie il comune angolo AOC, resterà I’ ango- 
lo DOA uguale all'angolo BOC (n.° 3l). Nello stesso modo si di- 
mostrerà clic F angolo AOC è uguale all’angolo DOB. Dunque 



(*) Le enunciazioni delle pn posizioni saranno fatte sullo figure, quando 
messe sotto l'orma astratta riescono o troppo lunghe, o non cosi chiare co- 
me si eoo vii ne. L’ obbligarsi costantemente ad enunciare astrattamente le 
proposizioni è una vera pedantcìia, che non poche volte nuoce alla chia- 
rezza delle idee, come può vedersi nell# enunciazioni di molle proposizio- 
ni di Euclide. 

2 
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fli angoli opposli al vertice sono uguali fra l»ro. li che biseca- 
va dimostrare. 

57. Corollario, Apparisce da questa dim^sTazione che i quatte# 
angoli formati intorno al punto d' in •rseiioue ili due rette che 
si tagliano , equitalgono a quattro angoli retti, l'pperò se per lo 
punto accennato si tirino quante rette si vogliano, la somma di tutti 
gli angoli consecutivi sarà uguale a quattro retti. 

PP.0P05IZ10NE v — TEOREMA 

58. Se da un punto O di una retta AB si tirino a parti contra- 
rie due rette OD, OC, di guisa che sieito uguali gli angoli verti- 
cali A OC, DOB, o pure gli angoli BOC, DÒ A, le dette linee for- 
meranno una sala e medesima linea reità iGg. IO;. 

Dim. Perocché, essendo per ipotesi l’angolo AOC uguale all’*®* 
golo DOB se si aggiunga ad entrambi il comune angolo BOC.se- 
rà la somma degli angoli AOC, BOC uguale a*la somma degli an- 
goli DOB, BOC: ma la prima somma è uguale a due retti (n° 5’2) 
dunque ancora la seconda sarà uguale a due retti; c però (u° 55) 
le linee OD , OC formeranno una sola e medesima linea retta. Il 
che bisognava di nos/rar •. 

Delle rette parallele. 

59. Dcfiniz one. Belle parallele si dicono quelle , che essendo 
in un medesimo piano, e prolungate indefinitamente dall una e dal- 
l’altra parte non si incontrano mai. 

CO. Scolio. Quando una retta 6’// (lig. 1 1) taglia due altre AB, 
CD, gli otto angoli che ne risultano, vengono distinti con diversi 
nomi secondo la posizione che hanno rispetto alla secante. Laonde 
di quelli otto angoli quattro diconsi esterni , perché fuori dalle 
rette AB. CD, e sono AEG, GEB, CFII , HFD; ed i rimanenti 
quattro si considerano a due a due , o dalla stessa parte della se- 
cante EF, o in parti opposte. Gli angoli AFF. EFC situati dalla 
stessa parte della secante si chiamano interni dalla stessa parte , 
come anche gli angoli EFD. BEF , e si chiamano poi alterni gli 
angoli AFF, EFD , o pure gli altri BFF, EFC , slittali in parti 
contrarie della secante, e disposti a modo di Z. 

1 ROPOilZIONP. VI. TEOREMA. 

61. Se due i elle sono segale da un altra, di guisa che l'angolo 
esterno sia eguale all'interno ed opposto dalla stessa parte , esse 
l noe saranno parallele ( fig. 1 1 ). 

Dim. Le due rette AB. CD sieno segate dalla terza GH, e sia 
l’angolo es’erno GEB eguale al! interno rd opposto dalla stessa 
parte EFD. Dico che sarà AB parallela a CD. 
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Imperocché essendo l'angolo GEB eguale al suo verticale AEF 
( n° 56 ) e l’angolo EFD eguale al suo verticale CFH , ne segue 
che l’angolo esterno CFH posto dall'altra parte della secante sarà 
eguale all’interno ed opposto corrispondente AEF. Laonde l’ipo- 
tesi fatta da una parte della secante . cioè che 1' angolo e terno 
GEB è uguale all interno corrispondente EFD, si riproduce iden- 
ticamente dall altra parte delia secante medesima ; e però diviene 
evidente che se le due rette AB , CD si potessero incontrare da 
una paite. dovrebbero ancora incontrarsi dall’altra parte, <d allo- 
ra le rette AB, CD chiuderebbero spazio; il che è assurdo (n°32). 
Dunque AB è parallela a CD. il che bisognava dimostrare 

merostii» E vii -7— teoresi 

62. Se dite rette tono segate da lina terza, in modo che gli an- 
goli alterni sictto eguali fra loro , esse linee saranno parallele 

(figli)- 

Dim. Le rette AB, CD aieno segate dalla terza GII in modo che 
risultino eguali gli angeli alterni AEF, EFD. Dico che AB è pa 
vaitela a CD. 

Infatti, l’angolo AEF è eguale al suo verticale GEB ( n" 56 ): 
ma per ipotesi lo stesso- angele AEF è eguale all’ angolo EFD ; 
dunque (n <> 31) ancora l'angolo GEB dovrà essere eguale all’an- 
golo EFD, vale a dire sarà L’angolo esterno eguale all interno cd 
opposto dalla s-essa parte; e per conseguenza (n“ 61 ) le due rette 
AB. CD devono essere parallele. IL che bisognava dimostrare. 

vno»osi/,i©NE vni — r boheme. 

63. Se due rette vengono segate da una terza , e formano gli 
angoli interni dalla stessa parie presi insieme eguali a di e retti, 
esse linee saranno parallele (fig. 1 I ). 

Dan. Sieno le rette Alt. CD tigliate dalla terza GII, e formino 
gli angoli interni BEF, EFD eguali a due retti. Dico che AB sarà 
parallela 3 CD. 

lmperocclr>, la retta BE incontrando la rutta GH nel punto E, 
fa con questa gli angoli ndiaccn i BEG. BEF eguali a due retti 
(n° 52): ma per ipotesi gli angoli liEF, EFD sono pure eguali a 
due retti, dunque la somma deprimi due angoli è eguale a quella 
degli altri due, e se si toglie il comune angolo BEF, resterà l’an- 
golo GEB, eguale all'angolo EFD, cioè sarà l'angolo esterno e- 
guale all'Interno corrispondente-, e però le due rette AB CD de- 
vono essere parallele-. 11 che bisognava dimostrare. 

fij. Corollario I . Due rette GK, CD( fig. 12) perpendicolari ad 
u»j ler/a OF sono parallele fi a loro; dappoiché in tal caso la 
imnma degli angoli interni da una stessa parte è uguale a due retti. 
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6ì5. Corollar i) II. Ila un punto A (fig. 13) situato fuori ili- Una 
retta MN non si può abbassare so|ira questa r ila die una sola per- 
pendicolare AP. Perocché, se si potesse abbassare un’ a tra per- 
•p ndieolare AD, la somma degli angoli interni ADP , APD sareb- 
be uguale a due retti; e per conseguenza le due rette AP, AD sa- 
rebbero parallele; ed allora non potrebbe esistere il punto A co- 
mune alle due retto medesime. 

PIIOPOSmONE IX TEOREMA. 

G6 Se due rette vengono segale da una terza in modo che la 
somma degli angoli interni da una medesima parte sia minore di 
due retti, esse linee prolungate andranno ad incontrarsi (Gg. 14). 

Dim. Siano due rette AL, DC segate da una terza AN in modo 
che la somma degli angoli interni LAC, ACD sia eguale a due 
retti, e quindi l’angolo esterno UCE eguale all interno ed opposto 
dalla stessa parte LAC (n° 63), è manifesto die se si conduca pel 
punto A . dentro lo spazio LACI) , una qualunque retta AH , la 
somma degli angoli interni BAC, ACD sarà minore di due retti. 
Ciò premesso, dipo che se le rette AB, CD si prolunghino, andran- 
no ad incontrarsi. 

Infatti, per quanto piccolo possa essere 1 angolo LAB , è evi- 
dente che aggiunto o se stesso un numero di volle illimitato, lo 
spazio indeGnito contenuto fra i lati dell’angolo cosi moltiplicato 
arriverà non solo a coprire, ma anche a sorpassare lo spazio inde- 
Jiriilo compreso fri i lati dell'angolo LATA. Supponiamo dunque, 
per Gssare le idee, che l'angolo /.AB preso tre volle sia giunto a 
formare un angolo LAO maggiore dell’angolo LAS: e supponia- 
mo ancora che la striscia L 4CD scorrendo lungo la retta AN 
abbia formato altre due simili strisce DCEF , FEGII ; il che 
può bene ammetiersi, perchè essendo l’angolo esterno DCE egua- 
le all’interno ed opposto LAC, la retta LA nel suo movimento ver- 
so TV dovrà coincidere con la primitiva posizione della retta CD, 
in guisa che la striscia LACD , quando il punto A sarà giunto in 
C, prenderà la posizione DCEF , e cosi di seguito. 

ttsulta da queste supposizioni , che lo spazio indeGnito LaB è 
una terza parte dello spazio LAO, e che la strìscia LACDk mino- 
re deila terza parte de Io spazio indeGnito LaN , poiché ripetuta 
tre volte non è giunta ad esaurire lo spazio medesimo , essendovi 
il resto HGN\ ed è chiaro anzi che per essere la retta AN indeG- 
nita, moltiplicando come si voglia la striscia L ICA), non si giun- 
gerebbe mai ad uguagliare non chea sorpassare lo spaz.io LAN. 
Or se la striscia LACD è minore della terza parte dello spazio 
LAN , sarà con più ragione minore della terza parte dello spizio 
LaO . che è più grande di LAN ; e quindi la striscia L iCD sarà 
minore dello spazio LAB , il quale si è veduto essere ter a parte 
di L AO. 
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Ciò posto, e chiaro < he lo spazio LaB non potrebbe essere mag- 
giore della striscia LàCD , se la retta AB prolungata all’Infinito 
non incontrasse mai la retta CD , perchè in tal caso la retta AB 
rimarrebbe sempre compresa fra le rette AL CD , e lo spazio LaB 
sarebbe una parte della striscia LJCD. La retta AB dovrà dunque 
incontrare la CD. Il che bisognava dimostrare. 

67. Scolio. Si può dare a questa proposizione una enunciazione 
più generale. Perocché se AB' , e CD (fìg. 14) sono i prolunga- 
menti di AB, e CD, essendo gli angoli ÙaB , CAB eguali a due 
retti (n°52) come pure gli angoli ACD, A CD, la somma de'qualtro 
angoli CAB, CAB 1 , AQD, ACD- sarà uguale a quattro retti, e tolti 
gli angoli BAC, ACD minori di due retti, rimarranno gli altri due 
CAB 1 , ACD maggiori di due retti. Dunque le rette BB', DD fan- 
no con la secante AC , da una parte gli angoli interni minori di 
due retti, e dall'altra maggiori;e però potrà dirsi in generale che: 

Se due rette-tono segate da una terza in modo che la somma 
degli angoli interni da una medesima parie sia minore o maggio- 
re di due retti, esse linee prolungate dovranno incontrarsi dalla 
jtar.'e ver,o la quale gli angoli interni sono minori di due retti (*). 

morosi rione x — teorema. 

08. Se due rette sono parallele e vengono segale da una terza, 

1°. Gli angoli interni dalla stessa parte presi insieme sono 

eguali a due retti . 

2°. Gli angoli alterni sono eguali fra loro. 

3°. L'angolo esterno è eguale all interno ed opposto dalla sl< sta 
parte (fig. II). 

Dim. Siano le due retto parallele AB, CD segate dalla terza GII, 
dico in primo luogo che gli angoli interni BEF,EFDyres\ insie- 
me sono eguali a due retti. Impcrciocc'ic , se la somma di questi 
angoli non fosse eguale a due retti, dovrebbe essere minore o mag- 
giore; il che è impossibile, p rch‘: le rette AB. CD andrebbero ad 
incontrarsi verso B,, D, o verso A. C (n° 67), contro l’ipotesi. 

In secondo luogo , dico che gli angoli alterni sono eguali fra 
loro. Infatti essendosi ora dimostrato che la somma degli angoli 
interni BEF, EFD è uguale a due retti, e tale essendo ancora la 
somma degli angoli BEF , AEF ( n° 52 ) , se dalle due somme 
eguali si tolga I angolo comune BEF, rimarrà l’angolo EFD egua- 
le all’angolo AEF-, cioè gli angoli alterni saranno eguali. 

Finalmente anclie l’angolo esterno GEB eguaglierà l’interno cd 
opposto dalla stessa parte EFD-, perchè l’angolo GEB è uguale al 
suo verticale AEF, e questo si ò già dimostrato eguale all'alterno 
EFD. Il che bisognava dimostrare. 



(*l E qucjlo il famoso peculato V. di Euclide. 
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69 1 .- Corollario I. Se due rette CD, GK (fig. 12) torni parallele, 
ogni retta FO perpendicolare ad una delle parallele , dev estere 
perpendicolare ancora all'altra. Perocché essendo parallele , la 
somma degli angoli interni KOF, OFD è uguale a due retti , ma 
uno di questi angoli è retto per ipotesi, dunque 1’ altro sarà pure 
retto. 

70. Corollario II. Per un punto dato 0 (fig. 1 2) non si può con- 
durre ad una retta data CD che una sola parallela GR. Infatti , 
qualunque altra retta LH non potrà mai essere parallela a CD , 
perchè se si tiri la secante OF la somma desili angoli interni IJOF, 
OFD risulta minore di due reili; e però (n° 67) le due rette Lll , 
CD prolungate s incentreranno. 

71. Corollario III. Due rette DE, FG (Gg, 3) parallele ad una 
terza AC, sono parallele fra loro. 

Perocché so le due rette accennate potessero incontrarsi, dal 
punto del loro incontro si potrebbero condurre due rette parallele 
ad una medesima retta; il clie iion può sussistere (*). 

PROPOSIZIONE XI. TBORK.VJ 

72. D ie an /oli che hanno i lati rispettinola 'nie paralleli e di- 
retti dalla stessa parte, sono uguali ( fig. 15 ). 

Dim Sienò i due angoli DEF, BAC , nei quali sia il lato DE 
parallelo al lato BA , ed EF parallelo ad AC ■ Dico che P aogolo 
DEF=.BAC. 

Si prolunghi il lato DE Gnchè incontri il lato AC nel punto O; 
un siffatto incontro dovrà aver luogo, poiché nel punto E non si 
può condurre ad AC che una sola parallela EF { n° 70). Quindi ri- 
spetto alle parallele EF, AC che vengono segale dalla terza UO, 



(*) Immaginiamo ( fig. u ) che la secante Gli giri intorno al punto F 
Terso D. In virtù della proposizione (n° 75) gli angoli alterni AEF, EFD 
saranno sempre uguali fra loro. Quindi a misura che la secante si a> vicine- 
rà alla retta CD, l’angolo AEF andrà continuamente diminuendo dettar 
stessa quantità precisa, di cui diminuisce l’angolo EFD-, per ron-eguenza 
l’angolo AEF si avvio na continuamente a zero, ma no» ii arriverà se non 
quando la secante GH nel suo rivolgimeuto intorno at punto A' sarà giunta- 
a coincidere'colla retta CD. 

Da ciò si deduccj evidentemente che due rette situate in un medesimo pia- 
no fanno tra loro un angolo zero in due soli casi , cioè quando 1' una coin- 
cido coll’ altra, o quando l’ una è parallela all’ altra. In ogni altro caso le- 
due rette formeranno angolo, avendo un solo punto comune: Or in relazio- 
ne con le parallele le rette che fanno angolo hanno ricevuto denominazioni- 
particolari. Cosi, fé si considerano nella parte in cui si accostano al punto 
comune, si chiamano convergenti-, se. poi si considerano nella parte in cui. 
se ne scostano, si dicono divergenti. E facile vedere che Io rette conver- 
genti da una parte non possono divenire divergenti dalla stessa parte sciv- 
za prima divenire parallele. 
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sarà 1’ angolo esterno DEF eguale all’ interno ed opposto EOC 
(n° 68). Parimente rispetto alle parallele DO, e BA. che vengono 
segate dalla terra AC, 1’ angolo esterno EOC è uguale all' interno 
ed opposto BJC. Dunque l’angolo DEF è uguale all’angolo BAC. 

11 che bisognava dimostrare. 

.1 • ** 

CAPITOLO III. 

DEI TRIANGOLI 

73. Con due rette comunque situate non si può mai terminare 
un piano da per ogni dove, ma vi bisognano almeno tre rette 

74. Definizione I. Un piano terminalo da tre rette dicesi trian- 
golo : le tre rette medesime si chiamano loti del triangolo. Si di- 
cono poi angoli del triangolo gli angoli formati dai lati. 

75. Definizione li. Un triangolo si dice equilatero, quando ha i 
tre lati uguali: isoscele, se ha due soli lati uguali; scaleno, quan- 
do i tre Iati sono disuguali. 

FRorosizioFE xu — ìeorbmj. 

76. In ogni triangolo un lato qualunque è minore della somma 
degli altri due e maggiore dello loro differenza ( fig. 16 ). 

Dim, Sia il triangolo ABC. Dico in primo luogo cbe un lato qua- 
lunque AB è minore della somma degli altri due AC, OC. 

infatti, essendo la linea retta la più corta di tutte le linee che si 
possono condurre da un punto ad un altro ( n° 5 ), ne segue che la 
linea retta AB dev’essere minore della linea spezzata nCB, eh’ ò 
composta delle due rette AC, CB. Supponendo ora che A C sia mag- 
giore di CB, d co in secondo luogo che AB è maggiore della diffe- 
renza di queste due rette. Perocché essendo per le cose precedenti 
la somma delle due rette AB, CB maggiore di AC, se si tolga di co- 
mune CB, resterà -'f&inaggiore di AC— CB. Dunque in ogni trian- 
golo un lato qualunque è minore della somma degli altri due e 
maggiore della loro differenza. 11 che bisognava dimostrare. 

proposizione xm — teorema. 

77. Se dentro un triangolo ABC si prenda un punto D , e si 
conducano le rette DB, DC alle eshemità di un lato BC. la som- 
ma di queste rette sarà minore di quella degli altri due lati AB, 
AC (fig. 16). 

Din Si prolunghi la retta BD finche incontri il lato AC nel 
punto E. 

Nel triangolo BAE il lato BE è minore della somma d<’gli altri 
due AB, A E (n.® 76 ); e però se si aggiurga di comune EC, sarà 
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la somma delle rette BE, EC minore di quella delle due AB, aC. 
Parimente nel triangolo DEC il lato DC è minore della somma dei 
lati DE. EC ; e per conseguenza aggiungendo di comune Bl), sarà 
la somma delle rette BD, DC minore di quella delle due BE, EC, 
e con più ragione di quella delle due AB. jC, che superava la 
somma delle BE, EC. Il che bisognava dimostrare. 

Caratteri dell’ eguaglianza de' triangoli 

78. I caratteri dell’ eguaglianza dei triangoli equivalgono alle 
condizioni che determinano i triangoli medesimi. Ciò sarà me^so 
in chiaro dalle proposizioni qui appresso. 

PROPOSIZIONE XIV TEOREMA. 

7 9. Due triangoli sono eguali, quando hanno due lati eguali a 
due lati ciascuno a ciascuno , e 1 angolo compreso dui primi e- 
guale all' angolo compreso dai secondi ( Cg. 17 }. 

Dim. Nei triangoli ABC, EOF sia il la'o AB=ED, il lato AC— 
EF, e 1’ angolo A=E; dico che i due triangoli sono eguali. 

Si soprapponga il triangolo ABC al triangolo EDF in modo clic 
il punì» A cada sul punto E, ed il lato AB sul lato ED. E poiché 
I’ angolo Ac=E, ancora il lato AC caderà sul lato EF: ma per ipo- 
tesi i lati AB, AC sono eguali ai lati ED, EF, dunque il pun'o B 
dovrà Coincidere col punto D, ed il punto C col punto F. Quindi 
il terzo lato BC coinciderà col p-rzo lato DF , altrimenti fra due 
punti si potrebbero condurre due linee rette ; il che è assurdo 
(n° 32). Or le grandezze che soprapposte l’una all altra, coincido- 
no in tutta la loro estensione, sono eguali fra loro (n“ 32 ); dun- 
que il triangolo ABC è eguale al triangolo EDF. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

SO. Corollario. S’inferisce da questo teorema che un triangolo è 
determinato da due lati e 1’ angolo compreso da questi lati, vale a 
dire che quando sono dati due lati e 1' angolo compreso, il trian- 
golo non sarà suscettivo che di una sola forma, e di una sola gran- 
dezza; poiché i triangoli che si p .ssono fare c n gli stessi due lati, 
e con lo stesso angolo compreso sono tutti idem ci. 

PROPOSIZIONE XV — TEOREMA. 

8 1 . Due triangoli sono eguali, allorché hanno due angoli e- 
gtiali ciascuno a ciascuno, ed un lato eguale ad un lato, o che sia 
adiacente agli angoli eguali, o che sia opposto ad uno di questi 
medesimi angoli ( fig. I 7 ). 

Dim. I. Caso. Ne’ triangoli ABC , EDF sia il lato liC=DF , 

1’ angolo B=.D, e 1’ angolo C=F : dico che questi due triangoli 
sono eguali. 
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Perocché, s< prapponendo il triangolo al triangolo EDF in. ■ 
modo clic il lato liC coincida col suo eguale DF, 1’ angolo li do- 
vrà coincidere coll angolo D , e la retta li A colla retta DE, onde 
il punto A caderà in un punto della retta DE-, similmente l’angolo 
C coinciderà coll’angolo F , ed il punto A dovrà trovarsi in un 
punto della retta FE. Quindi il punto A si troverà a un tempo sul- 
la retta DE, e sulla retta FE\ ma due linee rette non si possono ta- 
gliare che in un solo punto (n° 33), dunque il punto A dovrà coin- 
cidere co} punto E, incontro delle rette DE FE, e però il trian- 
golo ABC combaccrà col triangolo EOF, eg’i Sarà eguale. 

II. Caso. Supponiamo ora (lig. 18) che sia 1 angolo B=D, l’an- 
golo C—F, ed il lato AB=ED : dico che sarà il triangolo ABC 
uguale al triangolo EOF ; il che si riduce a dimostrare la egua- 
glianza dei due angoli A, cd E, ricadendo allora la dimostrazione 
in quella del caso precedente. 

Or se questi due angoli non sono eguali, sia A maggiore di E, ■ 
e si soprapponga il triangolo E DE al triangolo ABC in guisa che 
il lato ED cc incida col suo eguale AB. Essendo per ipotesi l’an- 
golo A maggiore dell' angolo E, il lato EF caderà dentro il trian- 
golo ABC-c però il triangolo EOF sarà rappresentato dal triangolo 
ABF. Quindi l’angolo BF A sarà uguale all’angolo C; ma cioè impos- 
sibile, perche essendo l’angolo esterno uguale all’interno ed opposto 
dalla stessa parte, le rette AF , AC sarebbero parallele (n° 61), ed 
alloca non esisterebbe più il punto A , contro la supposizione: dun- 
que non pi.ò essere l’angolo A maggiore dell’ angolo E. Nello 
stesso modo si dimostrerà che non può essere minore ; e però deve 
essere l’angolo A—E, e quindi il triangolo ABC sarà eguale al 
triangolo EDF. Il che bisognava dimostrare. 

82. Corollario Segue dalla dimostrazione .precedente che un 
triangolo è determinalo, allorché sono dati due de'suoi angoli, cd 
un lato qualunque; vale a dire non si può formare con siffatti dati 
che un solo triangolo, perchè se si potesse costruire un altro trian- 
golo, questo sarebbe eguale al primo. 

PROPOSIZIONE XVI — TEOREMA. 

83. Se due lati d un triangolo sono eguali rispettivamente a 
due lati d'un altro triangolo , e ! angolo compreso dai primi è 
maggiore dell'angolo compreso dagli altri due, sarà il terzo lato 
del primo triangolo maggiore del terzo lato del secondo (fig. 19). 

Diin. Ne’triangoli ABC, EDF sia il lato AB— ED, il lato BC=> 
DF, e l’angolo ABC maggiore dell’angolo EDF. Dico che il ter- 
zo lato AC del primo triangolo sarà maggiore del terzo lato EF 
del secondo 

Si soprapponga il triangolo EDF al triangolo ABC , in guisa 
che il lato DF coincida col suo eguale BC. E manifesto che il 
punto E del triangolo DEF potrà , secondo le diverse forme del 



Digitizad by Google 




18 



GEOMETRIA PIAVA 



triangolo ABC, cadere o dentro il triangolo ABC in un plinto 0, 
e sul lato AC in un punto G , o finalmente fuori lidio stesso trian- 
golo ABC in un punto L. 

Nel primo caso, la somma ile'due lati OH OC sarà minore di 
quella dc’lnli AB, AC ( n° 77); e però togliendo da una parte AB, 
e dall’altra la sua uguale OB, poiché OB rappresenta E D, clic si 
è supposto eguale ad AB, resterà OC, ovvero EF, minore di _AC. 

Nel secondo caso, la retta GC, ovvero EF. sarà evidentemente 
minore di AC. 

Finalmente nel terzo caso, essendo nel tr' angolo GCL il'lato 
LC minore della somma degli altri due lati CìC, GL (n° 7fìj e nel 
triangolo GAB il lato AB minore della somma dei lati AG , GB, 
ne risulterà che la somma dedali LC, ed AB sarà minore di quel- 
la delle quattro rette GC, GL, GA, GB, ossia delle due LB , ed 
AC. Perlocchc togliendo da una parte AB, e dall’altra la sua egua- 
le LB, che rappresenta EU—AB, resterà LC, ovvero EF, minore 
di AC. Dunque in tutti i casi EFk minore di AC. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

pr.orosiziowE XVII — TEOREMA 

84. Se due lati d' un triangolo sono rispettivamente eguali a 
due lati d’un altro triangolo, ed il terzo lato del primo è maggio- 
re del terzo lato del secondo , sarti l'angolo compreso dai due pri- 
mi lati maggiore dell'ango’o compreso dai due secondi (fig. 19). 

Dim. Ne’triangoli ABC EDF sia il lato AB=ED, il lato BC— 
DF, ed il lato AC del primo triangolo maggiore del Iato EF del 
secondo. Dico che sarà l’angolo ABC maggiore dell angolo EDF. 

Perocché, se l'angolo ABC non è maggiore dell angolo EDF , 
sarà o uguale, o minore. Nel primo caso il lato AC sarebbe ugua- 
le al lato EF , in virtù dell’ uguaglianza dei due triangoli ABC , 
EDF ( n° 79): nel secondo.il lato //C sarebbe minore del lato EF, 
in virtù della proposizione precedente. Ma ciò è contro la suppo- 
sizione in ambedue i casi, dunque l’angolo ABC dev’ essere mag- 
giore dell’angolo EDF. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XVIH TEOREMA. 

85. Due triangoli sono uguali , allorché i tre lati del primo 
sono rispettivamente uguali ai tre lati del secondo (lig. 17). 

Dim. Nei triangoli ABC, EDF sia il lati AB=DE, AC=sEF, 
BC=DF. Dico che sarà l’angolo A=E, B=D, C—F. 

Infatti se l’angolo A fosse maggiore dell’angolo E , sarebbe il 
lato opposto BC maggiore del lato DF (n° 83), contro la supposi- 
zione; e se l’angolo sfosso minore dell’angolo E , il lato BC sa- 
rebbe minore del lato DF, anche contro la supposizione: dunque 
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l'angolo A dev’essere uguale all angolo E. Nello slesso modo si 
dimostra che l’augolo B=D, e l’angolo C=F; e però (n° 79) sarà 
il triangolo ABC eguale al triangolo EDF. 11 che bisognava di- 
mostrare. 

86. Corollario. Un triangolo è determinato dai suoi Ire Iati. 

87. Scolio. Merita di essere osservato che ne’triangoli eguali ( 
gli angoli eguali sono opposti ai lati eguali, e reciprocamente i lati 
eguali sono opposti agli angoli eguali. 

CAPITOLO IV. 

RISOLUZIONE £>I ALCUNI rnOuI.EMI 

88. Le proposizioni teoretiche fin qui dimostrate, unite alla de- 
finizione del cerchio, possono servire a risolvere diversi problemi 
utili per se stessi, e propri i ad avvezzare i principianti all'applica- 
zione delle teoriche apprese. Ma oltre a ciò si può fare ancora un 
altro uso della soluzione de’problemi . ed è quello di dimostrare la 
possibilità di certe cose , dando metodi certi per costruirle (*). E 
principalmente sotto questo ultimo punto di vista che riportiamo qui 
appresso la soluzione di alcuni problemi; dappoiché sono necessa- 
ri! nelle dimostrazioni dei teoremi, che vtr. aiuto in seguilo. 

PROPOSIZIONE 111 — rHOBlWHJ. 

89. Da un punto di unti retta data innalzare tu questa retta 
una perpendicolare ( fig. 20 j. 

Soluzione. Sia C un punto di una retta SIN , da cui debba in- 
nalzarsi su questa retta la perpendicolare. 

Si faccia centro in C, e con un raggio ad arbitrio si descrivano 
due a< chi di cerchio, che tagliano la retta data MN nei punti A, e 
II: poi si prendano questi punti come centri , .e con un raggio e- 
guale ad AB si descrivano due archi di cerchio, i quali evidente- 
mente dovranno incontrarsi ; poiché se si descrivano le circonfe- 
renze intere, quella descritta col centro A e col raggio AB dovrà 
passare pel punto B, ed estendersi verso M, e quella descritta col 
contro B e collo stesso raggio do» rà passare pel punto A, ed esten- 
dersi verso N. Ciò premesso, dal punto D del loro incontro si con- 
duca la ietta DC. Dico che questa sarà la perpendicolare richiesta. 

Infatti si tirino le rette DA, DB. Essendo per costruzione AC— 

J /; 



(*) La soluzione di un problema contiene la costruzione , cioè l’opera- 
zione geometrica, clic determina ciò clic si va cercando-, c'dà dimostra- 
zione di essa costruzione. Quindi il problema si riduce sempre a costrui- 
re qualche cosa,, vale a dire nn punto, una linea ree. , mentre il teorema 
■on costruisce alcuni cosa, ma dimostra una verità. 
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CB, ADr=BD come raggi di cerchi eguali, c l)C, comune ai due 
triangoli ACD, BCD , questi saranno eguali fra loro (n°85); e pe- 
rò sarà l’angolo DCA eguale all'angolo DCB(ix° 87), orvero sarà 
DC perpendicolare a HJN ( n° 47). Il che bisognava fare. 

90. Scolio. E manifesto che facendo uso della costruzione pre- 
cedente si potrebbe descrivere sopra una retta data AB un trian- 
golo equilatero ABD ; poiché i tre Iati AB, AD , BD sono eguali 
fra loro. 

PROPOSIZIONE XI PROBLEMA. 

91 . Da un punto situalo fuori di una retta indefinita abbassare 
su questa retta la perpendicolare (fig. 21 ). 

Sol. Sia A il punto da cui debba abbassarsi la perpendicolare 
sulla retta indefinita BD. 

Si faccia centro in A, e con un raggio sufficientemente grande 
si descriva un arco che taglia la retta data ne’punti B, e D\ indi si 
prendano questi punti per centri, c con un raggio uguale a BD si 
descrivano al di sotto di BD due archi , che dovranno incontrarsi 
per le ragioni addotte nella proposizione precedente. Ciò fatto, si 
congiunga il punto E d' incontro de’ due archi col punto dato A 
Dico che la retta AE sarà la perpendicolare richiesta. 

Perocché, se si tirino le rette AB. AD, BE , DE, ne risulteran- 
no i due triangoli ABE, ADE, i quali saranno eguali perchè han- 
no i tre lati rispettivamente eguali ; e però sarà l’angolo BAC egua- 
le all'angolo DAC. Or essendo nc’due triangoli ABC, ADC il lato 
AB=AD, il lato AC comune, e l’angolo BAC— DAC , essi trian- 
goli saranno eguali; e per conseguenza sarà l’angolo ACB=ACD, 
ovvero ( n° 47 ) sarà AE perpendicolare a BD. Il che bisognava 
fare. 



PROPOSIZIONE XXI PROBLEMA. 

32. Dividere una retta terminata in due parti eguali (fig. 22). 

Sol. Sia da dividersi in due parti eguali la retta AB. Dai punti 
A, e B come centri , e con un raggio AB si destrivano due archi 
che si tagliano in C, e due altri archi che si tagliane in D; indi si 
conduca la retta CD. Dico che questa retta dividerà la retta data 
in due parti eguali nel punto E. 

Perocché, se si tirino le rette CA, CB. AD , BD si dimostrerà 
come nella proposizione precedente che il triangolo CAE è eguale 
al triangolo CBE-, e per conseguenza (n° 83 ) sarà AE—EB. Il 
che bisognava fare. 

93. Corollario. Si deduce da questa proposizione che si può di- 
videre una retta data AB in 4 parli eguali; poiché basta divdere 
ciascuna sua metà AE , cd EB in due parti eguali. Si concepisce 
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ora come potrebbe dividersi AB in 8, in 16, in 32, ccc., parti e* 
guati. 



PROPOSIZIONE XXII PROBLEMA. 

94. Dividere un angolo in due parti eguali (fig. 21). 

Sol. Sia da dividersi l’angolo BAD in due parli eguali. Si fac- 
cia centro nel vertice A , e con un raggio ad arbitrio si descriva 
un arco che tagli i lati dell’angolo nei punti B, e D\ poi si tiri la 
corda BD , e presi per centri i punti B, e D si descrivano col rag- 
gio BD due archi che si tagliano nel punto E. Finalmente si con- 
duca la retta -^2?,*questa dividerà l’angolo dato in due parli eguali. 

Infatti, se si tirino le rette AB , AD, BE , DE si dimostrerà co- 
me nelle due proposizioni precedenti che l’angolo BAC=zDAC. Il 
che bisognava fare. 

95 Corollario. Apparisce da questa proposizione che un angolo 
dato si può dividere in 4} > n 1 6, in 32, ecc., parti eguali. 

PROPOSIZIONE XXIII PROBLEMA. 

96. In un dato punto di una linea retta costruire un angolo 
ejuale ad un angolo dato (fig. 23). 

Sol. Sin A il punto dato nella reità AC, e sia D 1’ angolo dato. 

Si faccia centro in D, e con un raggio ad arbitrio si descriva un 
arco che tagli i lati dell’angolo ne’punti E, ed F, e si conduca la 
corda EF. Si faccia poi centro in A e con un raggio AC=DE si 
descriva un arco indefinito; indi fatto centro in C , e con un rag- 
gio CB—EF si descriva un altro arco clic tagli il primo nel punto 
B, e si tirino le rette AB, CB, l’angolo BACs&rk eguale all’ango- 
lo dato D. 

Infatti, i due triangoli ABC, DEF sono eguali, perchè hanno 
i tre lati rispettivamente eguali, onde (u° 83) sarà l’angolo A=D. 
11 che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE XXIV — PROBLEMA. 

97 Per un punto dato tirare una linea retta parallela ad una 
ietta data ( fig. 24). 

Sul. Sia A il punto dato, c CD la retta data. Si prenda un pun- 
to F sopra CD. e si conduca AF ; poi si faccia al punto A della 
retta AF 1 angolo BAF, eguale all’angolo CFA, la retta AB sarà 
In parallela richiesta; dappoiché per la costruzione sono eguali gli 
angoli alterni BAF , Al'C. Il che bisognava fare. 
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CAPITOLO V. 
proprietà’ de’ TRIANGOLI. 

98. Le relazioni , eh’ esistono fra i lati , o fra gli angoli di un 
triangolo, costituiscono fe proprietà di esso. EcCone le principali. 

PIloroSiZIOnE XXV — Teorema. 

99. La somma degli angoli di qualunque triangolo è uguale a 
due angoli retti (&£ . 25). 

Dim. Sia il triangolo ABC , dico chela somma de’tre angoli è 
aguale a due retti. 

Si prolunghi il Iato 2?Cin D, e si tiri CE parallela ad AB. Gli 
angoli ACE, BAC sono eguali come alterni rispetto alla secante 
rlC; rispetto poi alla sccaute Bl), l'angolo esterno ECO è uguale 
all’interno opposto dalla stessa parte ABC -, dunque sarà tutto l’an- 
golo A CD, cioè la somma de’due ACE, ECD, eguale ai due angoli 
A e B presi insii me: si aggiunga di comune I angolo ACB, e sarà 
la somma degli angoli ACtì, ACB eguale a quella de’ tre angoli 
del triangolo; ma la prima somma è uguale a due retti ( n° 52) , 
dunque, lo sarà ancora la seconda. Il che bisognava dimostrare. 

1 00- Corollario I. Se in un triangolo si prolunga un lato, l an- 
golo esterno è uguale alla somma de due interni ed opposti ; e per 
conseguenza è maggiore di ciascuno di essi angoli. 

11. Se due angoli di un triant/olo sono eguali a due angoli di 
un altro, ancora il terzo angolo di questo sarà eguale al terzo di 
quello. 

- Infatti, se dalla somma costante dei tre angoli nell uno e nell’al- 
tro triangolo, si tolgono gli angoli eguali, i residui dovranno es- 
sere eguali. 

Ili .In un triangolo non vi può essere che un solo angolo retto, 
e con più ragione un solo angolo ottuso. 

101. Definizione I. Triangolo rettangolo dicesi quello che ha 
un angolo retto, il luto opposto all'angolo retto chiamasi ipotenu- 
sa, gli altri due lati si dicono cateti. 

Dal che si deduce che nel triangolo rcttango'o la somma dei due 
angoli acuti è uguale ad uu retto; c però (u' > ìli) limo è comple- 
mento dell’altro. 

102. Definizione IL Triangolo ottusangolo si dice quello che 
ha un angolo ottuso. Si chiama poi acutangolo quello che ha i tre 
angoli acuti. 

La denominazione di triangolo obliquangolo comprenda il triam- 
golo ottusangolo, e ('acutangolo. 
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PROPOSKIONE XXVI — TKORKirj. 

103. Iti im triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati eguali 
sono eguali (fìg. 26 ).' 

Dim Nel trianeolo isoscele AFB sia il lato FA=sFB\ dico eh* 
sarà l’angolo A=B. 

Si divida l’angolo AFB in due parti eguali. I due triangoli AFE , 
FEB sono eguali, perchè hanno l’angolo AFE eguale all’ angolo 
EFB per costruzione, e sono eguali i lati, che comprendono i detti 
angoli , dunque sarà il triangolo FAE eguale al triangolo FBE 
( n° 79 ); ma ne’ triangoli eguali gli angoli eguali sono opposti ai 
lati eguali (n° 87); per conseguenza sarà l’angolo A—B. 11 che 
bisognava dimostrare. 

104. Corollario. Dall’eguaglianza de’ medesimi triangoli si de- 
duce che il Iato AE=EB , e cne l’angolo AEF—FEB , onde que- 
sti due angoli sono retti. Quindi i in un triangolo isoscele, la li- 
» nea FE, che divide l'angolo al vertice AFB in due parti cgua- 

> li , è perpendicolare alla base AB , e passa pel suo punto di 

> mezzo E. 



rnoposizioNE xxvh — teorema. 

105. Se in un triangolo due angoli sono eguali, iloti opposti 
saranno eguali (fìg. 26). 

Dim. Nel triangolo AFB sia l' angolo A=zB ; dico che sarà il 
lato AF=FB. 

Dal punto F si conduca la perpendicolare FE sopra AB. 

Ne’triangoli AFE , FEB il lato FE è comune, l’ angolo A=B 
per ipotesi, l’angolo FEA—FEB come retti, dunque i due trian- 
goli saranno eguali ( n° 81 ); ma nei triangoli eguali i Iati eguali 
sono opposti agli angoli eguali (n° 94); perciò sarà FA=FB. Il 
che bisognava dimostrare. 

106. Corollario I. Da questo teorema si deduce che la perpen- 
dicolare abbassata dal vertice di un triangolo isoscele sopra la ba- 
se, divide l'angolo al vertice in due parti eguali, e passa pel pun- 
to di mezzo della base medesima. 

107. Corollario II. Risulta ancora da questi due ultimi teoremi 
che un triangolo equilatero è nel tempo stesso equiangolo, e reci- 
procamente un triangolo equiangolo è anche equilatero. Ed il 
triangolo equilatero avendo i tre angoli eguali fra loro , ciascuno 
di essi è terza parte di due retti, ossia equivali 1 a due terzi di un 
angolo retto ( n° 99 ). Quindi il triangolo equilatero è sempre a- 
culangolo , mentre il triangolo isoscele può e-sere acutangolo , 
rettangolo, ed ottusangolo, secondo che l’angolo compreso fra i 
lati eguali è acuto, retto, o ottuso; poiché gli angoli alla base so- 
no sempre acuti. 
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PROPOSIZIONE XXVIII — TEOREMA. 

108. Li due angoli di un triangolo il maggiore è quello , che 
trovasi opposto ad ungalo maggiore (Gg. 27). 

Dim. Nel (riangolo ABC sia il lato CB maggiore del lato CA ; 
dico clic sarà l’angolo CAB maggiore dell’angolo CBA. 

Sul lato CB si prenda una parte CD eguale al lato CA, e si tiri 
la retta DA. Essendo isoscele il triangolo CAD , gli angoli alla 
base AD sono eguali, e però sarà l’angolo CAD e gua'e all’angolo 
CD A i'n° 103). Ala l’angolo CD A esterno al triangolo DB.l è mag- 
giore dell’angolo interno ed opposto ABD(n° 100) dunque sarà 
ancora l’angolo CAD maggiore dell'angolo ABD , e con più forte 
ragione lo sarà l’angolo CAB. Dunque l’angolo CAB è maggiore 
dell’angolo CBA. Il che bisognava dimostrare. 

H OPO IZIONB XXIX TEOREMA. 

109. Reciprocamente, di due lati di un triangolo il maggiore è 
quello, che trovasi opposto ad un angolo maggiore (Gg. 27). 

Dim. Nel triang; lo ABC sia 1’ angolo CAB maggiore dell’ an- 
golo CBA: dico che sarà il lato CB maggiore del lato CA. 

Imperocché, se il lato CB non è maggiore del lato CA, sarà o 
eguale o minore: nel primo caso il triangolo sarebbe isoscele , c 
gli angoli A, B opposti ai lati eguali sarebbero eguali contro l’ipo- 
tesi, e nel secondo caso, l’angolo CAB opposto al lato minore CB 
dovrebbe esser minore di CBA ( n° 108), anche contro l’ipotesi. 
Dunque il lato CB deic esser maggiore del lato CA. Il che biso- 
gnala dimostrare. 

110. Scolio. Risulta da questi due ultimi teoremi che il trian- 
golo scaleno può come l’isoscele, essere rettangolo, ottusangolo, 
ed acutangolo. 

• 

'pBOP. SlZluNE XXX — TEOREMA 4. 

111. Se pel punto di mezzo P di una retto terminata AB s’ in- 
nalza su questa retta una perpendicolare tndijìnita PS. 

1°. Ogni punto S di essa perpendicolare sarà equidistante dal- 
le due estremità della retta AB. 

2°. Ogni punto M situato fuori della perpendicolare sarà di- 
sugualmente distante dalle stesse estremità. 

Dim Infatti, si congiunga il punto S con i due punti A , e B. 
Nei triangoli SAP , SBP il lato AP=BP per supposizione, il lato 
SP c comune, e l'angolo APS=BPS , perchè sono retti. Quindi 
(n°79) il triangolo SAP è uguale al triangolo SBP: e per conse- 
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guenza sarà il lato SA—SB , ovvero sarà il punto S equidistante 
dai punti A, e B. 

In secondo luogo, se si tirino le retto MA. MP, MB , ne risul- 
teranno i triangoli MAP, ’JBP, nei quali il lato MP e comune, il 
lato A.P—PB e l'angolo APM è maggiore dell’angolo BPM , per- 
ché 1 uno è ottuso, e 1’ altro acuto. I'.pperò sarà il terzo lato AM 
maggiore del terzo lato MB (n° 83), vale a dire sarà il punto M 
disugualmente distante dai punti A , c B. Il che bisognava dimo- 
strare. 



pnrpostz;oji£ xxxt — techksij. 

112. Se dii un punto A situato fuori di una retta CD si con- 
ducano su Questa retta la per peni, colar e AP, e differenti oblique 
AB. AC, AD; 

1°. La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

‘1°. Le oblique AB, AC, che si discostano egualmente dal piede 
P della pe> pendilo 1 are, saranno eguali. 

3°. Di due oblique qualunque AD, ed AB, quella che più si al- 
lontana dal piede della perpendicolare sarà la più lunga (fig.29). 

Dim. Infatti 1“ ne! triangolo ABP l’angolo APBh retlo : per- 
ciò sarà acuto 1 angolo ABP ( n° !U0 ): ed il lato AB opposto al- 
l'angolo maggiore APB sarà maggiore del lato AP opposto all’an- 
golo minore ■ IBP ( n" 109), vale a dire la perpendicolare AP 
sarà più corta della obliqua AB, e nello stesso modo si dimostrerà 
che sarà più corta di qualunque altra obliqua. 

2" I due triangoli ABP. ACP sono uguali, poiché il lato BPz= 
PC per supposizione, il lato AP è comune, e l’angolo APB—APC 
come retti. Quindi sarà l'obliqua AB— AC. 

3° Nel triangolo ADB l’angolo ottuso ABD è maggiore dell’ a- 
cuto ADB ; per conseguenza (u° 109 ) sarà il lato AD maggiore 
del lato AB. Il che bisognava dimostrare. 

113. Corollario I. La perpendicolare misura la vera distanza di 
un punto ad una retta data , perchè è più corta di ogni obliqua 
condotta da quel punto alla retta medesima. 

1 14. Corollario 11. Da un medesimo punto non si possono con- 
durre sopra una retta data più di due rette eguali : per >cche se si 
potessero condurre tre rette eguali, vi sarebbero da una medesima 
parte della perpendicolare due oblique eguali; il che non può sus- 
sistere. 

115. Scolio I. Si osservi che se le oblique AB , AC si suppon- 
gono eguali fra loro , esse dovranno allontanar.-) egualmente dal 
piede P della perpendicolare AP ; dappoiché essendo in tal caso 
isoscele il triangolo ABC , la perpepdicolare AP deve dividere la 
base BC in due parti eguali nel punto P ( n° 104 ) , onde sarà 
BP=sPC. 

1 1 6. Scolio II. Merita ancora di ««tare notato che si possono 

4 
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descrivere tulle le diverse specie di triangoli , facendo convene* 
volmente variare la distanza del punto A (fig. 29) dalla retta DC. 
Infatti: 

1° Se la distanza accennata è tale clic la obliqua AB. o la sua 
eguale AC, sia eguale a BC, il triangolo ABC sarà equilatero. Si 
è poi veduto(n° 90) che ciò accade quando presi per centri i punti 
li,eC si descrivono collo stesso raggio BC due archi di cerchio, 
i quali dovranno incontrarsi in un punto ideila perpendicolare AP. 

2° Se AP=BP= B C, il triangolo ABC sarà isoscele rettangolo. 
Perocché in tal caso essendo isosceli i triangoli ABP, ACP, ABC. 
gli angoli ABP , BAP, PAC , ACP sono lutti eguali fra loro ( n° 
103). Ma i quattro angoli accennati formano i Ire angoli del trian- 
golo ABC , ed cquiwilgono perciò ( n“ 99 ) a due retti : dunque 
l’angolo BAC, che è la somma de’due angoli BAP CAP dev’ es- 
sere eguale ad un angolo retto. Da ciò si potrà facilmente dedurre 
che quando AP è minore di BP , il triangolo ABC è isoscele ot- 
tusangolo, e quando AP è maggiore di BP , lo stesso triangolo è 
isoscele acutangolo. 

3° Finalmente se AP è uguale, o maggiore di DC , il triangolo 
ADC sarà scaleno acutangolo. Perocché , essendo la obliqua AD 
maggiore della perpendicolare AP. sarà pure maggiore di DC ; e 
per conseguenza ( n u I OH ) I’ angolo DCA sarà maggiore dell'an- 
golo DAC. Ma l’angolo DCA è acuto, dunque sarà ancora acuto 
l’angolo DAC , e siccome l’angolo ADC è esso pure acuto, così ne 
consegue che il triangolo CAD dev’essere acutangolo. Or essendo 
la obliqua AD maggiore de la perpendicolare AP—DC per ipote- 
si, ,sara il triangolo CAD scaleno acutangolo. 

E facile poi vedere clic essendo retto l’angolo BAC , quando 
AP=BP, il triangolo CAD risulta in tal caso scaleno ottusangolo. 
In quanto al triangolo scaleno rettangolo, esso si avrà allorché 
essendo AP^> PC si faccia l'angolo DAP=ACPj dappoiché in tal 
caso l’angolo PAC essendo complemento di ACP (n° 101 ); lo sarà 
pure del suo eguale DAP, e quindi l’angolo DAC sarà retto. 

Applicazione delle proprietà precedenti alla risoluzione 
di alcuni problemi. 

rnoPOSizioNE xxxu — problema. 

117. Essendo dati due lati di un triangolo , e l' angolo da essi 
compreso, descrivere il triangolo (fig. 30). 

Soluzione. Si tiri una retta indefinita DF, ed al punto D si fac- 
cia l'angolo EOF eguale all angelo dato; indi sopra le rette DE, 
DF si prendano le parti Dtì , DII rispettivamente eguali ai lati 
dati, e si conduca la retti GH , il triangolo DGH sarà bvidente- 
tnente il triangolo richiesto. 11 che bisognava fare. 
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rilOPOSmù.NE nuli — PROBLEMA. 

1 18. Essendo dati un lato e due angoli di un triangolo , de- 
scrivere il triangolo (fig.31). 

Soluzione. Possono darsi due rasi, o il lato dato è adiacente ai 
due angoli dati, o è adiacente all uno, ed opposto all’altro. 

I. Caso. Si conduca una retta DE eguale al lato dato ; indi si 
faccia al punto D l’angolo FDE eguale ad uno degli angoli dati , 
ed al punto E l’angolo FED eguale all angolo rimanente: le rette 
DF, EF incontrandosi daranno il triangolo DFE , che sarà il 
triangolo richiesto. 

II. Caso. Si tiri una retta AB eguale al laLo dato; poi si faccia 
l’angolo CAB eguale all angolo adiacente ad AB,' e finalménte in 
un punto qualunque AI della retta AC si cos:ruisca l’angolo AA1L 
eguale all' altro angolo dato: la ret'a CB parallela alla retta ML 
darà il triangolo cercato, perche in virtù delle parallele 1’ angolo 
A.UL è uguale ajl’angoio C. 11 che bisognava fare. 

1 1 Si. Scolio. È chiaro die gli angoli dati presi insieme debbo- 
no essere minori di due retti; altrimenti il triangolo non potrebbe 
esistere (n° 92). 

FROrOSIZlOKK XXXIV I PROBLEMA. 

120. Essendo dati i tre lati di un triangolo, descrivere il trian- 
golo (lig. 32). 

- Soluzione. Si tiri una retta indefinita, su cui si prendano le tre 
parti MA, AB, BA eguali rispettivamente ai tre lati dati , i quali 
dovranno esser tali che ciascuno sia minore della somma degli al- 
tri due e maggiore della loro differenza (n° 76). Ciò premesso, si 
faccia centro in A, e col raggio A AI s\ descriva la cireoufer< nza 
MCD\ indi si faccia centro in B , e col raggio BA si descriva la 
circonferenza ACD, che incontra la prima nel punto C. finalmen- 
te si tirino i raggi C/l, CB, il triangolo ACB sarà il triangolo ri-, 
chiesto, perchè AB è uno de' tre lati dati , AC— AM come raggi 
eli un medesimo cerchio, e CB—BA per la stessa ragione. 

Resta ora a dimostrare che le due circonferenze accennate de- 
vono incontrarsi necessariamente. Or due casi possono darsi, o il 
lato AB è maggiore di ciascuno degli altri due, o è minore ; poi- 
ché il caso in cui fosse eguale a ciascuno de due lati, o ad un solo 
di questi medesimi lati, si riduce facilmente ai due primi. 

Nel primo caso (lig. 32, n. I ), essendo AM minore di AB, la 
circonferenza MCI) deve incentrare la retta AIA in uu punto- E 
situalo tra i punti A e B. Da un'altra parte essendo Z/.Vminore di 
AB, ma maggiore di BE , che è la differenza degli altri due lati 
AB, AM , perchè AE—AM, la circonferenza A CD dovrà incon- 
trare la retta AIA in un punto 0 posto tra i punti A ed E-, e per 
conseguenza risulta evidente l’incontro delle due circonferenze. 
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Nel secondo caso (fig 32. n. 2) essendo AM maggiore di AB, 
ma minore di AB-\-BN la circonferenza Hi CD deve incontrare la 
retta MN in un punto E situato tra i punti li e N. Da un’ altra 
parte essendo BN maggiore di A li. ma minore di AB\AM , la cir- 
conferenza NCD dovrà incontrare la r- ita MN in un punto 0 si- 
tuato tra i due A e JU; e per conseguenza anche in questo secondo 
caso è manifesto l’incontro delle due eirconferenze. 11 che biso- 
gnava fare. 

FROI'OSIZIO •* IXXV — PH0BIE3I A. 

121. Essendo dati due lati di un triangolo ed un angolo oppo- 
sto ad uno di essi , descrivere il triangolo ( fig. 33 ). 

Soluzione. Siano dati i' due lati A. B, e l’angolo C opposto ad 
uno di essi: possono darsi due casi. 

1. Caso . Se l’angolo «lato C è retto, o ottuso, ed opposto al lato 
B, che si suppone maggiore di A : in tal caso si faccia 1 angolo 
MON=C. si prenda DE=A indi col centro in e con un rag- 

f io=5si descriva un arco di cerchio, che taglierà la retta G N in 
ue punti E, G situati » parti contrarie rispetto al punto D. In- 
fatti, abbassando dal punto E sopra GN. la perpendicolare EO , 
questa dovrà cadere nell’ angolo acuto EDG , e vi saranno due 
oblique eguali EF, EG situale come nella figura, essendosi sup- 
posta ED minore di EF , ovver > di H Da questa costruzione si 
hanno dunque due triangoli EDF, EDG. ma solo il primo risolve 
il problema nel senso preciso dell’eiiuncialo, perché (angolo EDG 
del, secondo non è l’angolo dato, ma il supplemento di quello. 

E poi elidente che nel caso dell angolo retto, si potrà prendere 
uno qualunque de’due triangoli EDF EDG ; e che se il lato op- 
posto B fosse minore o eguale ad A , il problema sarebbe impossi- 
bile nel caso dell angolo retto, o dell'angolo ottuso 

li. Caso. Se l’angolo dati» C è acuto , ed il lato opposto B se- 
guiti ad esser maggiore di A , la costruzione precedente ha sem- 
pre luogo: e qui pure si vede che si hanno due triangoli, da’quali 
un solo soddisfà a tutte le condizioni del probl ema 

Ma se C è acuto, e B minore di A , in tal caso si faccia (Gg. 3i) 
1’ angolo BKQ=C , si prenda KI=A ; indi col centro in /, e con 
un raggio = B si descriva un arco di cerchio, il quale dovrà ta- 
gliare la retta KQ in due punti L , e .P situati da una medesima 
parte rispetto al punto K. Infatti, abbassando la perpendicolare IM 
sopra KQ , è manifesto che vi devono essere due oblique eguali 
fra loro IL . ed IP situate come nella figura , essendosi supposta 
JK maggiore di IL Laonde con la costruzione precedente si avran- 
no due triangoli ILK, IPK , i quali soddisferanno ambidue al pro- 
blema proposto 11 che bisognava fare. 

122. Scolio. I. Apparisce dalle cose precedenti che qualunque 
sia l’angolo C, cioè retto . ottuso, o acuto , il problema proposto 
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non polrà risolversi, se il lato 2? opposto all'angolo C fosse minore 
della perpendicolare EO ( fig. 33) abbassata dalla estremità £del 
lato adiacente sulla retta indefinita GN, perchè 1’ arco descritto 
col raggio U non incontrerebbe quella retta. 

123. Scolio li. È facile vedere che se si volesse stare alla ge- 
neralità della geometria, e non si volesse considerare il caso par- 
ticolare del triangolo, il problema precedente dovrebbe esser enun 
ciato nel modo seguente (fig 33 ). 

Essendo dato un angolo qualunque MDN , e presa sopra DM 
una parte DE eguale ad una retta data , trovare sulla retta inde- 
finita GN un punto F tale che la congiungente EF risulti di data 
grandezza. 

1 24 Scolio III. Merita ancora di esser notato c!ie i quattro pro- 
blemi precedenti si comprendono nel seguente problema generale. 

Costruire un triangolo essendo dati tre de' suoi elementi , che 
sono i tre lati ed i tre angoli, tra » quali vi sia almeno un lato. 

Nella combinazione de’ dati necessarii per poter descrivere un 
triangolo vi dcv’ essere almeno un lato, perchà se fossero dati so- 
lamente i tre angoli A, II. C, il problema sarebbe indeterminato , 
ci. 'è si potrebbero costruire infiniti triangoli differenti. Iufalti (fig. 
31 ). se si tiri una retta DE ad arbitrio, e si faccia al punto /l’an- 
golo FDE=A, ed al punto E 1’ angolo FED=B . il ter/o angolo 
OFF del triangolo che ne risulta, sarà eguale al terzo angolo da- 
to C ( n. 1 1 *0 ). Quindi facendo variare la lunghezza della retta DE 
si avranno infiniti triangoli equiangoli fra loro, ma non eguali; e 
perciò il problema resta indeterminato. 

CAPITOLO Vi- 
de:' POLIOO.M. 

I 2j. Defin, zio’ e I. Un piano terminato d’ ogni intorno da linee 
chiamasi figura piana. 

126. 11 Se le linee sono rette, la figura piana si dirà retlil ne.t, 
o più brevemente poligono ( fig. 33 ) 

1 27 . IH. Se le linee sono curve la figura piana si dirà curvili- 
nea. Il cerchio è la sola figura curvibnea che si considera negli 
elementi di geometria. 

128. IV. Finalmente se le linee sono rette e curve , la figura 
piana si chiamerà mislilinea ( fig I . ) 

>29. V. Le rette AB, BC, CD, ecc. (fig. 33 ) che terminano il 
poligono, diconsi lati, i vertici degli angoli ABC, BCD, CDE, ecc. 
formati da questi lati sono i vertici del poligono. 

130. VI. Ogni retta, AC, AD, AE, ecc. , che unisce i vertici 
di due angoli non adiacenti, dicesi diagonale del polìgono. 

13 1 . Vii. L’insieme de’ Iati del poligono forma il suo contorno 
o perimetro. Se i lati sono eguali, il poligono dicesi equilatero ie 
souo eguali gli angoli, si chiama equiangolo. 
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132. Vili. 11 poligono equilatero ed equiangolo prende il nome 
di poligono regolare. 

133. IX. Due poligoni sono equilateri fra loro, quando tanno 
i lati rispettivamente eguali, e disposti nel medesimo ordine. Sono 
poi equiangoli fra toro, quando tanno gli angoli rispettivamente 
eguali e disposti nel medesimo ordine 

134. X. I poligoni prendono nomi diversi, secondo il numero 
dei loro lati. Il poligono di tie lati è il triangolo, di cui si è par- 
lalo nei capitoli precedenti : quello di quattro lati ch'amasi quadri- 
latero, quello di cinque pentagono . di sei esagono, di sette etta- 
gono, di otto, ottagono, di nove, enneugono, di dieci decagono , 
di dodici, dodecagono, di quindici quindecagono, o pentedecagom . 
Per lutti gli altri pul goni non si adoperano nomi derivati dalla 
lingua greca ; ma s> enuncia il numero dei lati ; operò si dice un 
poligono di 1 1, di 13, di 14, di IG, di 17 lati ecc. 

133. Nella geometria elementare si considerano solamente i po 
tigoni concessi, cioè quelli elle non hanno angoli ri miranti, o 
in altri termini, quelli, i cui contorni, o perimetri , non possono 
essere incontrali da una linea retta in più di due punti. La fig. 
35. rappresenta un poi gono convesso, quello dinotato dalla lig. 
3G. contiene t ango. o r entrarne DEI 1 '. 

I3G. Il poligono contesso è tale ohe il suo perimetro non può 
essere segato dai prolungamenti dei suoi lati, al contrario quello 
del poligono concavo, o ad angoli Menin oli, può essere segato.iu 
due o più punti quando si prolunghi qualche suo lato sufficiente- 
mente. 

1 UOPO AZIONE XXXVl. TEOREMA. 

137. La somma di tutti gli angoli interni di un poligono è 
uguale a laute volte due angoli retti, quante un là sono nel nume- 
ro dei suoi luti m no due f lìg - ooj. 

/'»’/«. Sia ABC DE il poligono proposto : se dal vertice d’uti me- 
desimo angolo A si conducano a tolti i vertici degli angoli opposti 
le diagonali AC, AD, A E, è manifesto che il poligono sarà diviso 
in cinque triangoli, se ha selle lati ; in sei triangoli, se ha otto 
lati: ed in generale In tanti triangoli quanti sono i Iati del poligo- 
no meno due; dappoiché questi triangoli possono essere conside- 
rati come aventi per vertice comune il punto A , e per basi i dige- 
renti lati del poligono, eccetto i due, che formano I angolo A. Or 
la somma degli angoli di tutti questi triangoli equivale evident ■inen- 
te alla somma degli angoli del poligono ; dunque questa somma è 
uguale a tante volte due angoli retti quanti sono i triangoli, vale a 
dire quante unità sono nel numero de' lati del poligono meno due. 
Il che bisognava dimostrare (*). 



(*) Se dal punto E ( fig. 3G) si tirino le diagonali a lutti i vertici del po- 
ligono, l’angolo rientraalc E sarà composto degli angoli consecutivi FEC, 
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138. Corollario !.. Da questo teorema si dedure che nel quadri- 
latero la somma degli angoli è uguale a 4 angoli relti ; nel penta- 
gono è uguale .a 6 angoli retti ; nell’esagono è uguale a 8 angoli 
retti, neH’ottagono a 12 angoli retti, nel decagono a 16, ecc..., ed 
in generale se n è il numero de’ lati del poligono, ed R l’angolo 
retto, la somma degli angoli sarà espressa da (n— 2)Xafl, o sia 
da «Xa/f — 0 in altri termini. 

La somma di tutti gli angoli di un poligono ò uguale a tante 
volte due angoli retti , quanti sono i lati, meno quattro angoli 
retti. 

139. Cornllar 'o li Quando il poligono è regolare, ciascuno dei 
suoi angoli sarà eguale al valore della somma di essi àngoli diviso 
pel loro numero. Epperò un angolo di un poligono regolare di tre 
lati sarà eguale a f di un angolo retto, quello di un poligono re- 
golare di 4 lati sarà eguale ad un retto, quello di un pentagono re- 
golare sarà £ di un retto, qui Ilo di un esagono regolare sarà £ di 
un retto, ec. 

140. Corollario IH. Reciprocamente, se si conoscesse la somma 
degli angoli di un poligono, si potrebbe determinare il numero dei 
suoi lati. Se, per esempio, questa somma equivale a 30 angoli retti, 
la metà di questo numero, o 15, dinota il numero de’ lati del poli- 
gono diminuito di due ,- il poligono ha dunque 17 lati. 

proposizione xxxvn — teorema. 

141. Sei lati di un poligono ABCDE si prolunghino ordinata- 
mente verso una medesima parte, la somma di tutti gli angoli e- 
stemi CBm, DCn, pl)E. ecc. sarà eguale a quattro angoli relti. 
(fìg 37). 

Dim. Imperciocché ogni angolo esterno CBm fa coll'interno a- 
diacenle ABC due angoli retti, e però tutti gli angoli esterni insie- 
me con tutti gl’interni sono eguali a tante volle due retili, quante 
unità vi sono nel numero de’ lati del poligono. Ma tutti gli angoli 
interni sono eguali a tante volte due retti, quanti sono i lati meno 
quattro relti ( n. 138 ). Se dunque si tolgono gl interni, resteranno 
gli esterni eguali a quattro angoli retti. 11 che bisognava dirno- 
ssrare. • 

Delle condizioni che determinano i poligoni (*). 

* 142. Esistono per i poligoni in generale, come per i trian- 



GEA , ut E lì, REC, CEO, i quali uniti all’angolo FUI) formano quattro 
angoli retti ( n. 5q ). Quindi il teorema dimostrato qui sopra potrebbe ap- 
plicarsi al poligono che ha un angolo rientrante, purché si consideri qoesto 
angolo non già secondo la definizione (n. 4< ) , ma come l’eccesso di quat- 
tro retti suU’angolò FEO. 

(*) I numeri segnati con asterischi si possono tralasciare in una prima 
lettura. 
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gol), alcuni caratteri, dai quali si può dedurre la loro eguaglianza. 
E poiché siffatti caratteri equivalgono alle condizioni necessarie e 
sufficienti a determinare un poligono, così ci occuperemo qui ap- 
presso di alcune di queste condizioni, dalle quali si potranno, oi e 
si voglia, ricavare facilmente i caratteri corrispondenti dell’egua- 
glianza dei poligoni. 

pi'.orosizionE xxxviii — teorem j. 

* 1 43 Un poligono ABCDEF è determinalo , quando si cono- 
scono tutti i suoi lati, e tutte le diagonali AC, AD, A E, che par- 
lotto da un medesimo vertice A ( fig. 35 ). 

Dim. Imperciocché, è manifesto che se saranno determinati lutti 
i triangoli in cui si divide il poligono, esso potrà comporsi riunen- 
do insieme quelli triangoli, e quindi risulterà determinato. Or es- 
sendo dati tutti i la i del poligono, c tutte le diagonali che partono 
da un medesimo vertice ciascuno triangolo AllC, ACD, ecc. tro- 
vasi determinato da suoi tre lati : dunque il poligono è determina- 
to. Il che bisognava dimostrare. 

PIIO POSIZIONE XXXIX TEOREMA. 

* lii Un poligono ABCDEF è determinato quando si conosco- 
no tulli i suoi lati e lutti i suoi angoli rontecutivi ABC, BCD, 
ecc ; eccètto i tre ultimi DEF, EFA, FAB ( fig. 35 ). 

Dim. Infatti, il triangolo ABC si trova determinato dall'angolo 
B, e dai lati AB, HC che lo comprendono Quindi si conoscerà 
1 angolo BCA.eà il la‘o ACi*). Ma l'angolo BCDc dato por ipote- 
si, dunque sa:à ancora dato l’angolo ACD, ed, i lati AC, DC che lo 
comprendono; e per conseguenza il triangolo ACD si trova deter- 
minato Nello stesso modo si dimostrerà che tutti i triangoli con- 
secutivi sono determinat-, eccetto l’ultimo AFE, che sarà determi- 
nato dai suoi tre lati, senza che sia necessario conoscere gli ango- 
li DEF , EFA FAB. Il che bisognava dimostrare. 

PiiOPOSlZltJNK II. — TEOREMA. 

* 1 45. Un poligono ABCDEF è determinalo, quando si cono- 
scono tutti i suoi lati, e tutti i suoi angoli, eccetto i due lati EF, 
FA, e l angolo F compreso da questi (fig 35). 



(*) Quando si dice che l’angolo BCA , ed il lato AC sono conosciuti, ciò 
non si deve intendere dei toro valori numerici , ina di quelli che risultano 
dalle costruzioni geometriche esposte ( n“ iiq>. Questa considerazione si 
applica sempre allorché si dice che alcune parti di un triangolo sono cono- 
sciute dietro alle condizioni, che determinano il Irtang lo medesimo. 
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Dim. Perocché si dimostra, come nella proposizione precedente, 
che tutti i triangoli consecutivi ABC, Ad) ccc. si trovauo deter- 
minati, eccetto l’ultimo AEF , il quale sarà determinato dal lato 
AD > e dagli angoli FAE, ADF, adiacenti a questo lato, ottenen- 
dosi l'angolo FAE con togliere dal l’angolo dato FAB la somma 
degli angoli in A dei triangoli precedenti. Dunque tutto il poligo- 
no è determinato. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSI/.. OME XI.I TEOREMA. 

* 146. I n poligono ABCDEF è determinalo, quando si cono- 
scono tulli i tuoi lati, e tulli i sani angoli, eccetto it lato AF, ed 
i due angoli adiacenti a questo lato ( lig. ). 

Dim. Infatti si dimostra , come nella proposizione precedente , 
che tutti i triangoli consecutivi ABC, ACl), ecc. sono determinati, 
eccetto l'ultimo AFE, che sarà determinato dai lati AE, FE , e 
dall’angolo A EF contenuto da questi lati Dunque lutto il poligo- 
no è determinato. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XIII TEOREMA. 

* 147. Un poligono ABCDF, è determinato, quando si conosce 
uno de' suoi lati AB, e tutti gli angoli che questo lato fa con i lati 
e le diagonali che partono dalle sue estremità ( fig. 38 ). 

Dim. Imperciocché, ciascun vertice C, DE si trova legato al 
lato dato AB per mezzo di un triangolo ACB, ADB , AEB , nel 
quale si collosi e il lato accennato AB , ed i due angoli ad esso a- 
diacenti. (Quindi tutti i vertici del poligono si trovano determinati; 
e però lutto il poligono sarà pure determinato, il che bisognava 
dimostrare. 

* 148. Scolio I. Quando si è detto (n.° 86) che un triangolo ò 
de'erminato dai suoi tre tati si avrebbe potuto dire in un modo 
più generale che un triangolo è determinato dai suoi 6 elementi , 
che sono i lati e gli angoli, meno tre angoli, come avviene in tutti 
i poligoni. Parimente si potrebbe dire che un triangolo è deter- 
minato da tutti i suoi elementi, meno due lati e l’angolo da questi 
compreso, oppure meno un lato ed i due angoli adiaceuti a questo 
lato, il che ha luogo in tutti i poligoni. Da ciò si deduce in gene- 
rale che un poligono qualunque, triangolo, quadrilatero, pentago- 
no, ecc. è determinato da tutti i suoi elementi meno tre, salvo al- 
cune eccezioni , delle quali rispetto al triangolo si è già parlato 
( n° 122 ). Quindi se si rappresenta con n il numero dolati di un 
poligono qualunque, 2 n rappresenterà il numero totale de’ suoi e- 
lementi; per conseguenza il numero dei dati necessari! alla deter- 
minazione di un poligono sarà espresso da an-3. Dal che ne segue 
esser necessari! io 3, o .7 dati per un pentagono; 12-3, o g per un 
esagono, e cosi in progresso. 

5 
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* 149. S colia II. Dalle cose precedenti apparisce la corrispon* 
denza ch’esiste fra le condizioni , che determini; no i triangoli . e 
quelle che determinano i poligo ni in genrr le. Rimane ora a dire 
qualche cosa intorno alle proprietà do' poligoni r elafi' amente a 
quelle che appartengono ai triangoli. Si è dimostra lo che quando 
in un triangolo vi sono lati eguali, vi devono essere ancora angoli 
eguali, e reciprocamente. Si è dimostrato ancora che quando in un 
triangolo si trovano lati disuguali, vi devono essere ancora angoli 
disuguali, e reciprocamente. Queste proprietà non hanno luogo 
necessariamente negli altri poligoni. La maggior parte di essi po ; - 
sono avere tutti i loro lati eguali c tulli i loro angoli disuguali , 
oppure tutti i loro angoli eguali e tutti i loro lati disugual i. Da ciò 
si deduce che in un poligono può aver luogo un cangiamento in 
tulli gli angoli, o in alcuni di essi, seuza che vi sia cangiamento 
ne’lati; e che vi possa essere cangiamento in tutti i la li, o in alcu- 
ni di essi, senza che vi sia cangiamento negli angoli. Ciò si vedrà 
chiaramente appresso. 

CAPITOLO VII. 

• de’ quadrilateri. 

150. Fra i quadrilateri se ne trovano alcuni di forma particola- 
re, che meritano di es ere specialmente considerati; dappoiché go- 
dono di molte proprietà importanti. 

151. Definitone I. Si chiama Trapezio il quadrilatero, che ha 
due soli lati paralleli. 

152. Da ciò segue che essendo nel trapezio ABCD ( fìg. 39 ), 
paralleli i lati opposti AB, DC, gli angoli A , e D devono essere 
supplemenlarj ( n° 54 ), come pure gli angoli B e C. 

Si deduce aucora che se l’angolo A è retto (fig. 40), l’angolo D 
sarà ancora retto. 

153. Definizione IL 11 quadrilatero, che ha i lati opposti paral- 
leli, dicesi parallelogrammo. 

La fig. 41 rappresenta un parallelogrammo, nel quale i lati op- 
posti AB, DC sono paralleli, come pure i lati AD, BC. 

154. Definizione HI. Si chiama Parallelogrammo rettangolo , 

0 più semplicemente rettangolo il quadrilatero che ha gli angoli 
retti, senza avere i lati eguali (fig. 42). 

155. Definizione IV. Il quadrilatero, che ha i lati eguali senza 
avere gli angoli retti, dicesi rombo-, si dà ancora a questa figura il 
nome di losanga (fig. 43). 

156. Definizione V. Si chiama quadrato il quadrilatero che ha 

1 lati eguali, e gli angoli retti (fig. 44). 

rr.orosiEioNE xlhi — teorema . 

157. In ogni parallelogrammo i lati opposti sono eguali, come 
pure gli angoli opposti-, e la diagonale lo divide in due parli «- 
guati (fig- 41). 
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Dim. Noi parallelogrammo ABCD si conduca la diagonale BD. 
Essendo AD parallela a BC saranno eguali gli angoli alterni ADB, 
DBC: parimente essendo DC parallela ad AB, saranno eguali gli 
angoli alterni ABD, BDC. Quindi sarà il triangolo ABD eguale al 
triangolo BDC, perchè hanno il lato BD comune , e gli angoli a- 
diacenti a questo lato rispettivamente eguali. Ma ne' triangoli e- 
gnali i lati eguali sono opposti agli angoli eguali, e reciprocamen- 
te gli angoli eguali sono opposti ai lati eguali dunque sarà il lato 
AD—BC, il lato AB=CD, l’angolo A— C, e finalmente 1’ angolo 
ABC, composto de’due angoli ABD , DBC, eguaglierà l’angolo 
ADC composto dei due BDC, ADB. Il che Insognava dimostrare. 

158. Corollario. Due rette parallele AB, CD (fig. 41) comprete 
fra due altre parallele AD, BC tono eguali. 

Perocché in tal caso la figura ABC Db un parallelogrammo. 



v 

59. Dm^jx 



rROPOStZIOtSE Hit — TEOREM A. 

159. /JthsjHirallele sono equidistanti (fig. 42). 



Dim. Siano AB, CD due rette parallele. Sulla prima s'innal/ino 
le due perpendicolari AC, BD, queste dovranno essere ancora per- 
pendicolari all'altra ( n°69): e perciò ciascuna di esse misura la 
distanza scaml>ie\oIe delle due parallele. Ala AC—BD , perchè la 
figura ACDB è un parallelogrammo, dunque le due parallele AB, 
CD prolungate indefinitamente dal! una e dall'altra parte saranno 
sempre equidistanti. Il che bisognava dimostrare. 



ritoeosiziONE xlv — teorema- 



160. Se in un quadrilatero i lati opposti sono eguali, la figura 
tarò un parallelogrammo (fig. 41). 



Dim Nel quadrilatero ABCDsìr il Iato AB—DC, il Iato AD= 
BC. Dico che la figura accennata è un parallelogrammo. 

Imperocché se si condnca la diagonale BD , i due triangoli 
ABD, BCD saranno eguali, perchè hanno i tre lati rispettivamente 
eguali ( n" 85 ). Quindi 1 angolo ADB opposto al lato AB sarà e- 
guale all’angolo DBC opposto al lato CD: ma questi angoli sono 
alterni ri-petto alle rette AD, BC , dunque queste rette sono pa- 
rallele (n“ 62). Nello stesso modo si dimostra che AB è parallela 
a CD, e però il quadrilatero ABCD'e un parallelogrammo. Il che 
si doveva dimostrare. 



rnorosiziosE xt.vi — teorema. 

161. Se due lati opposti di un quadrilatero sono eguali c pa- 
ralleli, la figura sarà un parallelogrammo (Hg. 41). 
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Ditti- Nel quadrilatero ABCD sia il lato 41Ì eguale e parallelo 
al lato DC. Dico che la figura AB CD s rà un parallelogrammo. 

Si t ri la diagonale BD. IL poiché AB è uguale e parallela a DC, 
gli angoli alterni ABD, BDC saranno eguali (n° 68). Quindi i due 
triangoli ABD, CDB hanno il lato BD comune, il lato ABes-DC , 
c l’angolo compreso dai due primi eguale aU’augolo compreso dai 
due secondi; perciò i due triangoli sono eguali, e sarà il lato AD= 

BC. Ma quando in un quadrilatero i lati opposti sono eguali , la 
figura è un parallelogrammo ( n° 160); dunque il quadrilatero 
ABCD è un parallelògraraino. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XLVH _ TEOREMA. 

1 62. Le diagonali d'un parallelogrammo si tagliano scambie- 
volmente in due parli eguali (Gg 45). 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD. Dico che le due diagonali 
AC, DB si tagliano scambievolmente in due parti eguali. 

Infatti, nei due triangoli ADO BCO i lati AD, CB sono eguali 
come lati opposti del parallelogrammo; l'ang'olo ADO è eguale al ■ 
l’angolo OBC come alterai rispetto alle parallele aD, BC, e l’an- 
golo OAD=OCB per la stessa ragione . dunque i due triangoli 
ADO. BOC sono eguali (n° 81); e perciò sarà AO—OC, e DO= 
OB ( n° 87). 11 che bisognava dimostrare. 

163. Scolio I. Nel rettangolo ABCD ( fig. 42) le due diagonali 
non solo si tagliano scambievolmente in parti eguali, ma sono an- 
cora eguali fra loro. Perocché sono eguali j due triangoli ABC , 
B (D , esondo il lato AB comune , il lato Aù=BD , c 1’ angolo 
CaB=A0D dime retti. 

164. Scolio II. Nel rombo (fig 43) le due diagonali sono di- 
suguali, ma si tagliano ad angoli retti. Perocché essendo i punti 
B, e D egualmente distanti dalle estremità della retta AC, la retta 

BD, che divide per metà la AC,è ad essa perpendicolare (n° Ili). 

165. Scolio ili. Dalle cose precedenti risulta che nel quadrato 
( fig. 44 ) le due diagonali sono eguali , e si tagliano ad angoli 
retti. 



PROPOSIZIONE XLVIIJ — PROBLEMA. 

166. Costruire un parallelogrammo, essendo dati un angolo, 
ed i due lati che lo comprendono (fig. 4 1 ). 

Sol. Si faccia l’angolo A eguale all’ angolo dato ; poi su i lati 
di esso si prendano le due parti AB, AD eguali rispettivamente ai 
due lati dati. Ciò fatto dal punto B si tiri BC parallela ad AD , e 
dal punto D si tiri DC parallela ad AB. La figura ABCD sarà evi- 
dentemente il parallelogrammo richiesto 11 che bisognava fare. 

167. Scolio I. Si osservi che se l’angolo BAD è retto, la figura 
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ABCD diviene un rettangolo ; c se di più i lati AB , AD sono e- 
guali, la stessa figura diverrà un quadrato. Si può dunque con la 
costruzione indicata descrivere un rettangolo, ai cui sono dati due 
lati clic comprendono l’angolo retto , e costruire un quadrato so- 
pra una retta data. 

168. Scolio li. È facile vedere che il rettangolo può ancora 
costruire in un altro modo Infatti si tiri una retta AB ( fig. 42 ) 
eguale ad uno de'due lati adiacenti dati, indi alle due estremità di 
questa retta s innalzino le perpendicolari AC, BD, ciascuna delle 
quali si faccia eguale aH’altro lato adiacente dato, e si congiunga 
infine il punto C col punto D , la figura ABDC sarà il rettangolo 
richiesto, in virtù delle proposizioni precedenti. 

|69. Scolio III. Con la costruzione indicata nello scolio prece- 
denle si può sopra una data retta AB (fig. 44) descrivere il qua- 
dralo: solamente dovrà farsi ciascuna delle due perpendicolari AD, 
BC eguale al lato dato AB. 



»a «9» g> 
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LIBRO II. 

RAPPORTI DELLE FIGURE RETTILINEE. 



CAPITOLO I. 



DELIE ragioni e DEILE PROPORZIONI in generale. 



170. Il principio dell' esatta soprapposizione (n" 30) applicalo 
ai triangoli, e le conseguenze che ne abbiamo dedotle sono siale 
sufficienti a farci scoprire alcune proprietà delle figure piane ret- 
tilinee, le quali proprietà si potrebbero chiamare costitutive delle 
ligure medesime, in quanto che servono alla loro descrizione geo- 
metrica. In tal modo abbiam riconosciuta la possibilità di descri- 
vere tutte le specie di triangoli (n° Ili), indi quella di descrivere 
tutti i poligoni in generale, ed in particolare il trapezio , il paral- 
lelogrammo, il rettangolo, il quadrato, il rombo o losanga 

1 7 1 . Ma quando si vogliono paragonare generalmente le stesse 
figure tra loro, per valutare le une per mezzo delle altre allora il 
principio summentovato dell'esatta soprapposizione non basta più 
esso solo, e conviene ricorrere alla teorica generale delle ragioni 
c delle proporzione Or siccome ogni grandezza si può ridurre a 
numero paragonandola ad un'altra della stessa specie presa per uni- 
tà, cosi ne consegue che la teorica accennata appartiene propria- 
mente all’Aritmetica, o piuttosto all’Algebra ; ciò non ostante essa 
verrà esposta qui appresso , affinché si possa conoscere in qual 
modo debba adoperarsi ncll'applicarla alla quantità continua. 

della ragione. 

172. Due grandezze non possono paragonarsi runa all’altra ri- 
spetto alla loro quantità se non sono omogenee , vale a dire della 
stessa specie o natura: cosi una linea non potrà paragonarsi ad li- 
na superficie, o ad un solido, ma si paragonerà la linea alla linea, 
la superficie alla superficie, il solido al solido. 
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173. Di due grandezze omogenee la minore moltiplicata quanto 
basta de; e alla line superare la maggiore; c questa proprietà ap- 
partenendo esclusivamente alle grandezze omogenee, è stata con 
ragione da alcuni matematici adottata per carattere disliutivo di 
quelle grandezze. 

1 7 '1 . Definizione I Tra due grandezze omogenee disuguali, la 
maggiore si dice moltiplice della minore, quando la minore presa 
più volte eguaglia la maggiore. 

175. Definizione 11. Parte aliquota, o iwnmoltiplice si dice la 
minore di due grandezze omogenee disuguali, allorché può esser 
contenuta un certo numero di volte esattamente nella maggiore. 

176. Definizione III. Parte aliquanta si dirà quella grandezza 
minore , che non può essere contenuta un certo numero di velie 
esattamente nella maggiore. 

I 77. D< finizione IV . S’intende per comune misura di due gran- 
dezze omogenee una grandezza omogenea con le prime due , ed 
aliquota di ciascuna di loro. 

178. Se dunque una grandezza D è una comune misura di due 
altre grandezze A eli , ogni parte aliquota di D sarà ancora una 
comune misura di A e B 

Inoltre è manifesto che s e D è comune misura di A , e di una 
sua parte, lo sarà ancora della rimanente parte. 

179. Definizione V. Due grandezze omogei.ee si dicono com- 
mensurabili fra loro, quando hanno una comune misura. 

18(1. l’er esempio, una linea di 25 palmi , ed una di 10 sono 
grandezze commensurabili, perchè hanno per comune misura una 
linea di 5 palmi, la quale è parte aliquota di ciascuna di loro, en- 
trando il 5 esattamente cinque volte nel 25 , e due volte nel 10. 
Cosi pure una linea di IO palmi e mezzo, ed una di I palmo sono 
commensurabili tra loro, perchè hanno per comune misura una lì- 
nea di un mezzo palmo. Sicché i numeri interi e fratti sono quan- 
tità commensurabili, perchè hanno per comune misura 1 unità , o 
una parte di essa. Quindi si deduce che sono commensurabili fra 
loro quelle grandezze omogenee, le quali si possono esprimete con 
numeri interi, o fratti. 

181 . Definizione VI. Due grandezze omogenee si dicono incom- 
mensurabili, quando non hanno una comune misura. 

182. Appartengono a questa specie di graudezzc le radici qua- 
drale o cubiche de’numeri, che nou sono quadrati o cubi perfetti, 
perchè si dimostra nell’ Aritmetica che esse non si possono espri- 
mer» esattamente nè con numeri interi, nè con numeri frazionarli, 
ina solamente si può assegnare il loro valore con quella approssi- 
mazione che si vuole. Kpperò le radici accennate non possono ave- 
re per comune misura l'unità, o uua parte dell' unità , comunque 
si voglia piccola. 

183. Definizione VII. Ragione o rapporto di due grandezze o- 
mogenee A c R dicesi il quoziente, che si ottiene dividendo I una 
per l'altra 
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184. Per esempio, la ragione di 30 a G è -, , ovvero 5, perchè 
5 è il quoziente «fi 30 diviso per 6. 

Reciprocamente la ragione di 6 a 30 è , ovvero ed ih ge* 

nerale la ragione di A a li sarà espressa da A ; B, oppure da 

B, 

185. Da ciò si deduce che la ragione di due grandezze oraoge* 
nee i un numero , o una frazione , di cui i termini sono espressi 
dai numeri delle misure comuni contenute nelle due grandezze ac-> 
cerniate, allorché si paragonano l’una con l'altra. 

Abbenchè la frazione, di cui è parola, non possa esprimersi o- 
sattamcnle nel caso del rapporto incommensurabile, pei che niuna 
frazione può esprimere esattamente un rapporto incommensurabi- 
le, pure essa esiste , dappoiché come più sopra abbiam detto , si 
può assegnare il valore di un numero incommensurabile, come sa- 
rebbe, per esempio, la radice quadrala di 9, con quella approssi- 
mazione che si vuole. s 

186. Definizione Vili. Le due grandezze omogenee che si pa- 
ragonano fra loro diconsi tei mini della ragione, ed il primo ter- 
mine si chiama antecci'ente il secondo conseguente. Così nella 
ragione di A : B, l’antecedente è A, ed il conseguente è U. 

187. Una ragione non muta valore, quando si moltiplicano, o 
si dividano i suoi termini per la stessa quantità. 

Perocché, una ragione equivale ad una frazione, c si sa che una 
frazione non cambia valore quando i termini di essa si moltiplica- 
no, o si dividono | er un medesimo numero. Quindi la ragione di 
80 : 6 è la stessa che quella di 60 : 12, di 15 : 3; ed in generale 
la ragione di A : Il equivale a quella di nA : nB, indicando con « 
un numero qualunque. 

188. Dalla proposizione precedente s’inferisce che 

La ragione di due numeri combinati con frazioni in qualunque 
modo, si può sempre ridurre a quella di due numeri interi. 

Abbiasi, per esempio, il rapporto di 8 : j. lliducendo l’intero 8 
ad una frazione che ha per denominatore 4, il rapporto accennato 
sarà uguale a quello di -J : J, ovvero a quello di 32 : 3. 

Se il rapporto dato fosse di una frazione ad un' altra , o di una 
frazione ad un intero e frazione , è manifesto che in ogni caso si 
potrà ridurre al rapporto di due frazioni, le quali hanno lo stesso 
denominatore; e per conseguenza a quello di due numeri interi. 

189. Essendo la ragione il «ruoziente che si ottiene dividendo 
una grandezza per un’altra dello stesso genere , si dovranno con- 
siderare come evidenti ìe proposizioni seguenti. 

1° Le grandezze che hanno la stessa ragione ad una sola e me- 
desima grandezza, od a grandezze eguali, sono eguali fra loro. 

2° I-e grandezze eguali hanno una stessa ragione ad .una sola o 
medesima grandezza. . . 

3° Le grandezze alle quali una sola e medesima grandezza ha 
una stessa ragione, sono eguali. 
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4” Se due grandette si paragonano ad una lena , la maggiora 
sarà quella che vi avrà una maggiore ragione, e viceversa, se una 
grandezza si paragona a due grandezze disuguali, essa àvrà mag- 
gior ragione alla grandezza minore. 

5° Le ragioni eguali ad una slessa ragione, o a ragioni eguali, 
sono eguali fra loro. . 

190. I termini di una ragione essendo espressi, dai numeri delle 
comuni misure contenute nelle due quantità che si paragonano, ne 
consegue che per avere la frazione, la quale esprime il rapporto di 
due linee, basta trovare la comune misura di queste medesime li- 
nee. Questa ricerca è assai importante, perchè , come si vedrà in 
appresso , il rapporto di due superficie , ed anche quello di due 
solidi si può sempre ridurre al rapporto di due linee ; ed' è questo 
uno dei più belli risultamenti della geometria. 

PBOl’OSIZlONB XLTX — PROBLEMA . 

191. Trovare la comune misura, se esiste, di dnt rette termina- 
te , AB, CD (fig. 46). 

Sol. Se si applica la retta minore CD sopra la maggiore AB 
quante volte si può, due casi potranno avvenire : o vi sarà conte- 
nuta esattamente un certo numero di volle, o vi sarà un resto mi- 
nore di CD. 

Nel primo caso sarà CD la comune misura richiesta, e 1’ opera- 
zione sarà terminata. 

Nel secondo caso supponiamo che CD sia contenuta in AB 2 
volte con uu resto B' B minore di CD, si avrà 
AB=2xCD\B'B. 

Or dico che se M è la comune misura di AB , e CD , la stessa M 
sarà comune misura di CD e B'B. Infatti essendo M comune mi- 
sura di AB e CD, lo sarà ancora di aB e di zXCD , vale a dire 
di AB. e di una sua parte; per conseguenza lo dovrà essere anco- 
ra dall’altra parte B'B (n° 178). Quindi tanto sarà trovare la co- 
mune misura di AB e CD, quanto sarà trovare la comune m : sura 
di CD e B'B. 

Si applichi adunque B'B sopra CD , e se B'B si contiene esat- 
tamente in CD, sarà B'B la«comuue misura richiesta. Nel caso 
contrario si avrà un resto, che si porterà sopra B'B e si conti- 
nuerà in tal guisa a paragonare ciascun resto- col resto preceden- 
te, finché si arrivi a trovare un resto che sia contenuto esattamen- 
te nel resto preredente, ed allora questo ultimo resto, siccome più 
sopra si è dimostrato, sarà la comune misura delle due rette date. 
Il che bisognava fare. 

192. Scolio I. È facile calcolare quante volte l’ultimo resto, va- 
le a dire la comune misura, considerata come unità, è contenuta 
in ciascuna delle due rette date AB, CD( fig. 46). 

Per esempio , supponiamo che CD sia contenuta 2 volte in AB 
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con un resto B'B , e questo I Tolta in CD con un resto FD ; il 
quale sia contenuto 1 volta in 1PB con un resto EB-, e finalmente 
che EB sia contenuto in FD , 2 volte esattamente: sarà EB la co- 
mune misura delle due linee AB, CD. 

Ciò premesso, si faccia BE— 1, sarà FD= 2. B'B= 3, CD= 5 , 
e finalmente AB= 13. Quindi il rapporto di AB a CD sarà eguale 
al rapporto di 13 : 5, vale a dire che se la linea CD si prende per 
unità, la linea AB sarà di CD, e viceversa se si prende AB per 
unità, la linea CD sarà -j-f di AB. 

193. Scolio II. È manifesto che un arco di cerch'o AE (fig. 2) 
può essere applicato sopra un arco di cerchio AF dello stesso rag- 
gio come una linea retta sopra una linea retta. Quindi se gli archi 
AF, AE sono commensurabili, si potrà trovare la loro comune mi- 
sura col procedimento indicato nel' problema precedente, e si po- 
trà esprimere in numeri il loro rapporto. Vedremo in appresso che 
un siffatto rapporto è uguale a quello degli angoli ACF, ACE-, e 
per conseguenza se due angoli sono commensurabili , si può tro- 
vare la loro comune misura, ed avere l’espressione numerica del 
loro rapporto. 

194. Scolio III. Applicando lo stesso procedimento a due linee 
qualunque può accadere che non si trovi mai un resto , che sia 
contenuto esattamente nel resto precedente ; allora le linee non 
hanno comune misura, o sia sono incommensurabili (n° 181). La 
ricerca del rapporto della diagonale al lato del quadrato, di cui ci 
occuperemo or ora, non solo offre un esempio della esistenza del- 
le linee incommensurabili , ma fa conoscere che il procedimento 
soprannominato è geometrico, e ncn meccanico , come potrebbe 
sembrare a prima vista. 

PROPOSI ZIONB L LEM Pi A (*). 

* 1 95. In un triangolo rettangolo isoscele BAC , se si divida 
in due parti eguali un angolo acuto ABC per mezzo della retta 
BD, c dal punto L) si conduca DE parallela, e DF perpendicolare 
alla base BC, i triangoli EAD , DFC saranno isosceli ed eguali 
(fig. 47). 

Dim. Infatti il triangolo ABI) è uguale al triangolo BFD , per- 
ciò il lato BD è comune, l’angolo retto BAD è uguale all'angolo 
retto BFD, e l’angolo ABD=DBF per ctslruzione ( n° 8 1 ); per 
conseguenza sarà il lato ADz=DF e. il il lato AB=BF. Or essendo 
DE parallela a BC, l’angolo esterno AED sarà eguale all’interno 
opposto ABC, e così pure sarà l’angolo ADE—ACB. Ma l'angolo 



(*) I numeri che sono preceduti da asterischi, si possono tralasciare in 
una prima lettura, come i'u già avvertito in una nota alta pagina 3i. 
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ABC=ACB, perché il triangolo ABC è isoscele, dunque sarà an- 
cora isoscele il triangolo AED\ e sarà di più eguale al triangolo 
DFC: dappoiché il lato DF=AD , come si è già dimostrato, l’an- 
golo FCD=ADE e l' angolo retto DFC.—DAE (n ft 81 ). Il che 
bisognava dimostrare. 

* 196. Corollario. Essendo isosceli ed eguali i triangoli AED, 
DEC, si avrà DF=FC=AE=AD. c sarà inoltre El)~=DC, ma 
DC—EB, dunque sarà anche E/J=EB. 

* 197 Scolio. Se la costruzione indicata nel lemma precedente 
si applica al triangolo E AD, cioè si divida l’angolo A ED in due 
parti eguali per mezzo della retta EH, indi si conduca HO perpen- 
dicolare e HL parallelta ad ED, si dimostrerà come più sopra che 
AE—EO, AH —HO, il triangolo ALH eguale al triangolo HOD, 
ecc...La stessa costruzione si potrebbe applicare al triangolo ALII, 
indi al triangolo seguente, e cosi all’ iulinilo. 

PROPOSIZIONE LI — PROBLEMA. 

* 198. Trovare il rapjiorlo della diagonale allato del quadra- 
to ( fig. 47. ) 

Soluzione. Il triangolo rettangolo isoscele ABC polendosi con- 
siderare come la metà di un quadrato ( n° I 57 ) r sarà BC la dia- 
gonale, ed AB, o pure AC, un lato di questo quadrato. 

Ciò premesso ; si porti il lato AB sopra la diagonale BC del qua- 
dralo proposto ; ed essendo AB=.BF, il lato AB sarà contenuto 
una sola volta nella diagonale col resto FC, che sarà minore di 
AB, perchè FC—AD, ed AD è parte di AC=AB. Si porli nuova- 
mente il resto FC sopra AB. Essendo AB composta di A E e di 
EB, o ciò ohe vate lo stesso di A E e di ED, ed essendo AE=OE, 
la retta AB conterrà due volte la retta A E con un resto OD mi- 
nore di AE, ossia conterrà due volte il primo resto FC con un se- 
condo resto OD minore di FC. Se questo secondo resto OD sì porti 
sopra FC, ovvero sopra AE, si dimostrerà similmente che vi è con- 
tenuto due volte con un resto GH minore di OD: ed il paragone suc- 
cessivo de’ residui ognora più piccoli dovendo dare sempre lo ster- 
so risultamento, perchè i triangoli rettangoli isosceli AED, ALH , 
ecc..., con le rispettive costruzioni in essi eseguite, sono tutti nelle 
identiche condizioni del primo triangolo ABC . ne segue che 1’ o- 
perazione non avrà mai fine, e si potrà arrivare ad un resto tanto 
piccolo quanto si voglia, senza che sia contenuto mai esattamente 
nel resto precedente. Laonde la diagonale BC, ed il lato AB del 
quadrato non potranno 'mai avere una parte aliquota comune per 
quanto si voglia piccola ; e per conseguenza sono incommensura- 
bili fra loro ( n" 181 ). Il clic bisognava fare. 

* 199. Scolio 1. Non è dunque possibile di esprimere per mez- 
zo di numeri il rapporto esatto della diagonale al lato del quadra- 
lo ; ciò non ostante si può sempre assegnarlo con quella approsi- 
maziotie che si vuole. 
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Infatti la prima opcraiione ha dato I per quoziente, la seconda 
ha dato 2 , e si è dimostrato che tutte le altre aH’iniinito daranno 
sempre 2, per conseguenza si potrà formare una frazione continua 
la quale sarà 

lH-1 

2H- f 

2-+- l_ 

2 ecc, all’ infinito. 

Ciò posto supponiamo che questa frazione sia stata calcolata sino 
al quarto termine iuclusivamenle, si troverà il suo valore eguale ad 
1 £j, ovvero a f-*. Sicché il rapporto approssimato della diagonale 
al lato del quadrato equivale a quello di 4 1 a 29. L’app rosi rnaz io- 
ne si potrà spingere tanto quanto si vuole calcolando un maggior 
numero di termini. 

Noi vedremo in appresso che facendo il lato del quadrato AB— 
1 , la sua diagonale sarà espressa dalla radice quadrata di 2, che si 
scrive, l/T! Quindi il rapporto della diagonale al lato del quadrato 
è (/ 2: 1 , il quale rapporto è un limite , cui continuamente si ac- 
costano. senza raggiungerlo mai, tutti i moltiplici e successivi rap- 
porti che possono formarsi colla frazione continua mentovata, e col- 
l’unità. 

200. Scolio li. Da quanto precedo apparisce chiaramente chela 
circostanza di non potersi assegnare il preciso valore di un rapporto 
incommensurabile non cambia la natura di un tal rapporto, il quale 
dovrà sempre considerarsi come il quoziente di una divisione; o 
come una frazione, di cui i termini sono espressi da numeri incom- 
mensurabili fra loro. 

Quindi si deduce che ogni grandezza può ridursi a numero, pa- 
ragonandola ad un’ altra della stessa specie presa pèr unità; dappoi- 
ché sarà espressa o da un numero intero o da un numero frazio- 
nario, o da un numero incommensurabile , stante che il numero 
non è tanto la cullezi ne di più unita, quanto il rapporto astratto 
di qualsivoglia grandezza ad un’altra della stessa specie che si 
prende per unità ; dimodoché non si può avere idea compiuta del 
numero senza che si abbia prima idea del rapporto. 

* '201 Scolio 111. I principii sinora esposti possono condurre 
ad un’ altra generaliià intorno al modo di considerare la ragione 
geometrica. Si è veduto ( n° 192 ) che il rapporto di due grande!» 
ze commensurabdi si può ridurre a quello di due numeri con cer- 
care la comune misura fra esse ; e che questo procedimento si 
applica anche alle grandezze incommensurabili ( n° 1 99 ), c> n la 
sola differenza che l'operazione non ha termine. Dunque, uno è il 
modo di ridurre il rapporto di due grandezze qualunque al rapporto 
di due numeri interi, cioè quello di cercare la comune misura fra 
le due grandezze : o 1’ operazione ha termine o non ha termine , 
ma nell’uno e nell'altro caso il rapporto potrà sempre essere espres- 
so per mezzo di una frazione continua; che avrà per denominatori 
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quozienti delle succeBSsive divisioni eseguite per la ricerca della 
comune misura (n° 199). Se le grandezze sono commensurabili fra 
loro, la frazione continua potrà ridursi a frazione ordinaria, e quin- 
di il rapporto delle-due grandezze proposte sarà espresso da quello 
di due numeri interi (n° 192), e se le grandezze sono incommensu- 
rabili, la frazione continua non avendo termine, non vi sarà alcuna 
frazione ordinaria che possa esprimerla esattamente, ma essa potrà 
essere rappresentata da una infinità di frazioni ordinariè, le quali 
secondo che si prenderà un numero maggiore di termini della fra- 
zione continua, si approssimeranno di più in più al suo vero valo- 
re, sino a differirne per una quantità minore di qualunque data. 

cella propoi. zio?* E 



202. Definizione I. La proporzione è 1’ uguaglianza di due ra- 
gioni. 

Così essendo 2 il rapporto di 20 a IO, come pure di 12 a 6 , i 
numeri 20, 10, 12 e 6 formeranno una proporzione, che s’indica 
in questo modo, 20 : IO ; ; 12 : 6, e si enuncia dicendo 20 sta a 
10 come 1 2 sta a 6 : 

In generale se quattro grandezze A, B , C, D sono in proporzio- 
ne, si scriverà per indicarla. 

A-.BWC-.D-. 

203. Dunque in una proporzione esistono quattro termini , cioè 
due antecedenti A e C, e due conseguenti B e D. I termini A, e D 
diconsi termini estremi , B e C sono i termini mcdii. L’ultimo ter- 
mine ZI considerato separatamente chiamasi quarto proporzionale. 

204- Definizione II. La proporzione si dice continua, allorché 
i due termini medii sono eguali, tale sarebbe 8 : 4 ; ; 4 : 2. ed in 
generale. 

A . B W. B : C. 

E poiché la proporzione continua consiste propriamente ili tre 
termini, è addivenuto che si scrive anche in questo modo 
~ A : B : C. 

Da ciò è derivato che il secondo termine chiamasi medio pro- 
porzionale , perchè fa da conseguente nella prima ragione e da 
antecedente nella seconda; e che l’ultimo termine C si dica terzo 
proporzionale. 

205. Potendo ogni ragione esser rappresentata da una frazione, 
ne segue che la proporzione corrisponde all eguaglianza di due 
frazioni. E poiché la ragione di due quantità è un numero astrat- 
to, la proporzione consisterà sempre nell’ eguaglianza di due nu- 
meri astratti. Quindi abbenchè i termini di una medesima ragione 
sieno necessariamente omogenei, nondimeno non è necessario che lo 
sieno tutti quattro i termini di una proporzione, ma i termini della 
prima ragione potranno essere eterogenei con quelli de la seco ida; 
in guisa che i termini della pr'ma ragione possono essere, per e- 
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sempio , due linee , e quelli della seconda due superficie , o due 
solidi. 

206. Da quanto precede apparisce chiaramente che l’ordine di 

f randezza de’ termini della prima ragione dovrà essere lo stesso 
i quello dei termini della seconda ragione ; e però se in una pro- 
porzione il primo termine è maggiore, minore, o eguale al secon- 
do, ancora il terzo sarà maggiore, minore, o eguale al quarto. 

Si deduce ancora che se in una proporzione i conseguenti sono 
eguali, saranno pure eguali gli antecedenti ; e reciprocamente se 
sono eguali gli antecedenti, saranno ancora eguali i conseguenti. 

207. Definizione III Se quattro grandezze^/, B, C, D formano 
una proporzione secondo l’ordine con cui sono nominate, cioè sia 
A: B ; ; C: D. 

Si dirà che la ragione di A : B è diretta della ragione di C : D y 
o pure che le grandezze A e B sono proporzionali alle grandezze' 
C e D. Ma se 

A: B :: D : C, 

in lai caso sì dirà che la ragione di A : B è inversa , o reciproca 
della ragione di C : D, o pure che le grandezze A e B sono inter-- 
semente, o reciprocamente proporzionali alle grandezze C c D. 

208. Per esempio, se fossero dati i numeri 7, 14, 12, 6 non si 
potrebbe formare con essi una proporzione disponendoli nell’ordi- 
ne con cui sono nominati, perchè la ragione' 7:14 non è uguale 
alla ragione 12 : 6, ma alla ragione inversa o reciproca di 12 : 6, 
▼ale a dire a quella di 6 : 12. Quindi si dice che i numeri 7, e 14 
sono reciprocamente proporzionali ai numeri 1 2 , e 6 , stante che 
volendo stabilire fra essi la proporzione couvien fare una inversio- 
ne ne’ termini della seconda ragione, cioè mettere il conseguente' 
in luogo dell' antecedente, e questo in luogo di quello. 

209. Ogni ragione potendo rappresentarsi per mezzo di una fra- 
zione , è chiaro che se una ragione 7 : 14 è maggiore di un’ altra 
7 : 15, l’inversa della prima 14 : 7 sarà minore della inversa della, 
seconda 15 : y, e viceversa. 



PROFOSIZIO.NE LII — TEOBEI td. 



210. Se quattro grandezze commensurabili A , B, C, I) sono- 
proporzionali, cioè A ! B ; ; C : I), il prodotto de termini estre- 
mi sarà eguale a quello de’ termini tue dii- 



l)im. Infatti essendo per ipòtesi la ragione A : B eguale alla 



ragione C : D , le frazioni , ^saranno ancora eguali fra loro 



( n° 185 ) Ma qQando due frazioni eguali si riducono allo stesso 
denominatore, i numeratori delle nuove frazioni sono eguali; dun. 
que se si ri lucono le due frazioni accennate allo stesso denomina- 
tore, i numeratori AXD. e #><C, che ne risultano, saranno e- 
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guali fra loro ; e però il prodotto de’ termini estremi sarà eguale a 
quello de’ mcdii. Il che bisognava dimostrare. 

211. Corollario I. Quando la proporzione è continua, Tale a 
dire si ha 

A: B\: B: C 

Si dimostra come sopra che il prodotto AxC de’ termini estre- 
mi è uguale al prodotto HxB determini medii. Ma siccome si è 
chiamato quadrato il prodotto di due fattori eguali, così si dice che 

In ogni proporzione continua il prodotto determini estremi è 
uguale al quadrato del termine medio. 

In luogo di BxB si scrive per brevjtà B’, che si pronunzia di- 
cendo B due , o pure B quadrato. La cifra 2 serve ad indicare il 
numero de’fattori eguali. 

212. Corollario II. Essendo dati due numeri , per esempio 8 e 
2, sarà facile trovare fra essi il medio proporzionale x, poiché il 
quadrato di x sarà eguale al prodotto 8x2, ossia 16; e per con- 
seguenza x sarà eguale alla radice quadrata di 16, ossia 4. In ge- 
nerale se B, e r sono due numeri dati ; il medio proporzionale x 
fra questi numeri sarà 



x—\/ BXr. 

213. Scolio I. La reciproca della proposizione precedente è ma- 
nifesta, vale a dire 

Se quattro grandezze commensurabili A, B , C, D sonatali 
che il prodotto AxD delle due estreme è uguale al prodotto BxC 

delle due medie, esse grandezze saranno proporzionali, cioè si 

avrà 

A: B\: C.D 

214. Scolto II. Quindi si vede che se il prodotto di due gran- 
dezze è uguale a quello di due altre, si potrà passare dalla egua- 
glianza alla proporzione con disporre le quattro grandezze per 
modo che i fattori di un prodotto figurino da termini estremi ed i 
fattori dell’altro prodotto da termini medii della proporzione.' Sic- 
ché si dovrà scrivere prima uno de’fattori del primo prodotto, poi 
ambidue i fattori del secondo, e finalmente il rimanente fattore del 
primo prodotto. 

215. Scolio III. Da siffatta disposizione si rende manifesto che 
la ragione de faltori A, C non è uguale alla ragione de fattori D 
B, ma alla ragione inversa di questi. Inoltre ahbenchè la ragione 
A: D de fattori del primo prodotto non sia eguale nè alla ragione 
diretta, nè alla inversa B : C de’ fattori del secondo prodotto, non- 
dimeno per comodità si dice che 

Quando il prodotto di due grandezze eguaglia il prodotto di due 
altre, i fattori del primo prodotto sono reciprocamente proporzio- 
nali ai fattori del secondo. 
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PROPOSIZIONE LIII. — TEOREMA. 

* 216. Se quattro grandezze incommensurabili A, B, C, D so- 
no proporzionali, cioè A : B ; ; C : D, il prodotto de' termini e- 
stremi sarà eguale al prodotto determini medii- 



Dim. Imperocché, i rapporti incommensurabili A : B, e C : D, 
possono esser espressi ciascuno da una frazione continua che non 
ha termine (n° 201), e siccome essi rapporti si suppongono egua- 
li, così devono essere anelili eguali , anzi identiche , le frazioni 
continue corri ponden li. Da ciascuna di tali frazioni si potrà poi 
formare una serie di frazioni ordinarie , ossia di rapporti fra nu- 
meri interi, i quali da principio differiranno di una quantità finita 
dai rapporti dati A : B, e C : D, ma poi andranno sempre più av- 
vicinandpsi a tali rapporti sino a differirne di una quantità minore 
di qualunque assegnabile. Inoltre, in virtù della eguaglianza delle 
frazioni continue, saranno eguali fra loro quelle frazioni ordina- 
rie, o rapporti in numeri interi, che si ottengono da un egual nu- 
mero di termini delle medesime frazioni continue. 

Ciò premesso, supponiamo, per fissare le idee , che il rapporto 



j- sia espresso dalla frazione continua, di cui si è parlalo più jo. 
pra (n° 199), cioè 



aia — = 1 -v- 1 

2 -t- ecc . . 

Prendendo i primi quattro termini di questa frazione possiamo 
41 A 

mettere la frazione ordinaria — ^ in luogo di — . Se dunque si di- 



B 



vida B in 29 parti eguali e si chiami m una di queste parti, A do- 
vrà contenere 4 I di queste medesime parti con un resto minore di 
m. Se poi si prendano cinque termini della frazione continua ac- 



A 99 

cennata, si potrà iu luogo di -- mettere la frazione — , e quindi 

B 70 



dividendo B in 70 parti eguali, e chiamando n una di queste par- 
ti, A dovrà contenere 99 di queste medesime parti con un resto 
minore di n. Or siccome si possono prendere della frazione con- 
tinua quanti termini si vogliono, cosi è manifesto che in luogo di 



A A 1 . 

-jj si può mettere una frazione — , nella quale A 1 differisce da A 
B B 

di una quantità minore di qualunque assegnabile. Parimente in 
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C ti' 

luogo di 2 j si potrà mettere una frazione^ , in cui C' differisce 

da C di una quantità minore di qualunque assegnabile. Ora essen- 
4' C‘ 

do eguali i rapporti — e ~ , ossia essendo A' . B \ \ C 1 : D, ed 

essendo queste quantità commensurabili, sarà ( n° 210 ) A'xD= 
BxO. 

Ciò posto, se AxD non è uguale a BxC, supponiamo die sia 
maggiore, e sia K la differenza, li poiché A' può differire da ^di 
una quantità minore di qualunque assegnabile , ne segue che il 
prodotto A'X.B può differire dal prodotto AX.0 di una quantità 
minore di K , ed allora A'xD sarebbe maggiore di BxC. Ma 
dX.D=BxC , dunque ancora BX.C sarebbe maggiore di 
BxC ; il che non può sussistere, essendo C minore di C ; e per 
conseguenza non può essere AxB maggiore di BxC. Nello stes- 
so modo si dimostra che non può essere minore, dunque AX.D= 
BxC. Il che bisognava dimostrare. 

* 217. Scolio 1. La moltiplicazione di nn numero commensu- 
rabile per uu numero incommensurabile è nel fatto ineseguibile , 
perchè un numero incommensurabile essendo un decimale a perio- 
do infinito non si può paragonare all’unità , e però manca il mo- 
dulo per valutarlo esatiamente. lYr esempio, la moltiplicazione ef- 
fettiva di qualunque numero intero o fratto per [/T sarà sempre 
ineseguibile, perchè in luogo di questo numero incommensurabile 
non si pub mettere che un valore più o meno approssimato al vero 
valore, il quale è un limite , di cui non si può avere l’espressione 
esatta in quantità finite. Lo stesso dovrà dirsi del prodotto di due 
numeri incommensurabili, eccetto alcuni casi particolari, ne’quaVi 
il prodotto si ottiene in quantità finite, come avviene, per esempio, 
quando si moltiplica |/ s per \/~à, nel qual caso il prodotto è 2; 
e così pure allorché si moltiplica [/~a per l/ÌT, il prodotto è 
V*, ossia 4 . Ma in generale la moltiplicazione di fatto de’nume- 
ri incommensurabili si riduce ad un approssimazione , che potrà 
spingersi tanto quanto si voglia; e ciò basta nelle applicazioni, do- 
ve un'approssimazione indefinita , e ad arbitrio del calcolatore 
equivale alt? esattezza. 

* 218. Scolio 11. Le considerazioni precedenti servono a far co- 
noscere in che consiste il prodotto de’ numeri incommensurabili ; 
ma quello che merita maggior attenzione si è che nell’applicare la 
teorica delle ragioni e proporzioni alla geometria si ha bisogno 
soltanto di esser certi che in ogni proporzione il prodotto de’ ter- 
mini estremi è uguale al prodotto determini medii; poiché non vi 
è bisogno di fare la moltiplicazione effettiva determini accennati, 
bastando il solo teorema per dimostrare a rigore le verità geome- 
triche. Quindi svaniscono tutte le difficoltà che potrebbero insor- 
gere nell'applicazione della teorica mentovala alla geometria; dif- 

7 
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fìcoltà che a torlo sono state dichiarate insuperabili da alcuni ma- 
tematici. Resterà solamente oscuro il concetto stesso delle gran- 
dezze incommensurabili, ma questa oscurila è inerente ,alla natura 
del soggetto, nè vi è modo di evitarla, perchè , come già si è ve- 
duto, nel passare dal commensurabile all’ incommensurabile s’ in- 
contra sempre l’idea deH’inGnito , la quale essendo idea negativa 
sarà sempre oscura. 

PROPOSIZIONE LIV — TEOREMA. 

2 19. iSe quattro grandezze sono proporzionali , permutando sa- 
ranno ancora proporzionali. 

Dim. Sieno proporzionali le quattro grandezze A, B , C, D, in 
guisa che abbiasi A ■. B \ \ C : D. Dico che permutando saranno 
ancora proporzionali, cioè si avrà A : C \\ B : D. 

Infatti essendo per ipotesi A : B " C : D , sarà ( n° 210 ) 
AX.D=BX.C\ ma il prodotto BXC è uguale al prodotto CxB, 
dunque si avrà AXD=CX.B ; c passando da questa uguaglianza 
alla proporzione ( n°2l4) ne risulterà. 

A: C ; : B : D. 

R che bisognava dimostrare. 

220. Scolio. II permutando consiste adunque nel paragonare 
in una proporzione gli antecedenti fra loro, cd i conseguenti fra 
loro. 

221 . Corollario. La proporzione A: B \ \ C : D non si altera , 
se si moltiplicano, o si dividono per un medesimo numero i due an- 
tecedenti, o i due conseguenti. Infatti permutando si avrà A\ C \ \ 
B : D ; ma la ragione A : C non cangia di valore, allorché si mol- 
tiplicano, o si dividono per lo stesso numero n i suoi termini, dun- 

A C 

que sarà nA : nC ; ; B : D, e — : — ; ; B : D, e permutando di 

nuovo in queste due proporzioni, apparirà chiara la proposizione 
enunciata. 

PROPOSIZIONE LV — TEOREMA. 

- . ; • 

222. Se quattro grandezze sono proporzionali , invertendo, sa- 
ranno ancora proporzionali. 

Dim Sieno proporzionali le quattro grandezze A, B. C, D, in 
guisa che abbiasi A\ B \ \ C: D. Dico che invertendo saranno an- 
cora proporzionali, cioè si avrà B \ A \ \ D : C. 

Imperocché essendo per ipotesi Ai B \ \ C : D, sarà ( n° 210 ) 
AXB=BXC, o che vale lo stesso BxC=AxD ; e però pas- 
sando da questa uguaglianza alla proporzione si avrà 

b.a::d.c. 

Il che bisognava dimostrare. 
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225. Scolio. /. Da questa proposi/ione apparisce che ì'intercen- 
do si riduce a mettere in una proporzione i conseguènti in luogo 
degli an'ecedenli, e reciprocamente. 

224. Scolio li. In generale si potranno fare nell'ordine de' ter- 
mini d’una proporzione tutt" i cambiamenti, che si vorranno, pur- 
ché il prodotto degli estremi rimanga eguale a quello de’ medii. 



PUOPOSIZIOSE LVI — TEOREMJ. 

225. Se quattro grandezze sono proporzionali , in guisa che 
abbiasi A : B \ ! C : D, sarà componendo A -t- B : B ; : C-t-D : 
D, e dividendo A — B : B ; ; C — D : D. 



Dim. Si suppone che gli antecedenti A e C sieno maggiori dei 
conseguenti tì e D ; poiché se fosse altrimenti si farebbe prima 
l’ invertendo, e si considererebbero come antecedenti i termini B 
e D. Ciò premesso. * 

A 

1“. Essendo la ragione di A a B espressa dalla frazione — , e 

C B 

la ragione di C a D dalla frazione — , se si aggiunga ad ambedue 

A C A 

l'unità , sarà — -t- 1 uguale a — -+. 1 . Ore evidente che — 1 

li A q v » 

equivale ad — -+- — , poiché ogni grandezza divisa per se stes- 
JS n 

q CD 

sa deve dare l’unità : parimente -i-l equivale a ~ -p — : se dun- 
que si faccia la somma delle due prime frazioni, e quella delle due 

D 

— , vale a dire la ragione di 



secondej9arà pugnale a £ 



A-t-B a B è uguale alla ragione di C-t-D & D, onde si avrà, 

A-t-B : B ; : C-\-D : D 

2° Se in vece di aggiungere si sottragga 1’ unità dalle due fra- 
A C 

zioni — , e — ; ludi in luogo della somma si faccia la sottrazione 

U ° . A — B C—D 

delle frazioni che ne risultano, si avrà — - — uguale a 



B 



D 



vale a dire sarà 

A—B : B : : C—D : D. 

Il che bisognava dimostrare. 

226. Scolio. É facile vedere che il componendo riducesi a pa- 
ragonare la somma dell antecedenle c del conseguente allo stesso 
conseguente. Potrebbe ancora il componendo consistere nel para-* 
gona re la somma dell’ antecedente c del conseguente allo stesso 
antecedente. 
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11 dividendo poi si riduce a paragonare l’eccesso dell'anteceden- 
te sul conseguente allo stesso conseguente. Si potrebbe ancora pa- 
ragonare l’antecedente all’eccesso dello stesso antecedente sul con- 
seguente, cbe gli antichi chiamavano convertendo , ma questa de- 
nominazione non è più adoperata dai matematici moderni. 

proposizione Lvri — teorema. 

227. Se due proporzioni hanno gli stessi antecedenti , i conse- 
guenti saranno fra loro rispettivamente proporzionali. 

Dim. Sieno le due proporzioni A\ B \ \ C : D,ed A : E ; ; C : 
F. Dico che sarà 

B : D : : E : F. 

Infatti le due proporzioni proposte danno permutando 
A : C : : B : D, ed A : C H E : F; 
per conseguenza la ragione di A a C è uguale tanto alia ragione 
di B a D, quanto alla.ragionedi E a F: ma due ragioni eguali ad 
una terza sono eguali fra loro, dunque sarà 
B : D ; ; E : F. 

11 che bisognava dimostrare. 

228. Corollario. Se due proporzioni hanno gli stessi conseguen- 
ti, gli antecedenti saranno fra loro proporzionali ; poiché inver- 
tendo i conseguenti divengono antecedenti, c reciprocamente. 

PROPOSIZIONE LVIII — TEOREMA. 

229. Se tre grandezze sono proporzionali a tre altre , e fra le 
prime la somma di due eguaglia la terza, lo stesso accoderà in 
corrispondenza fra le seconde. 

Dim. Sieno le tre grandezze A, B, C proporzionali alle tre al- 
tre a, b, c, dimodoché si abbia 

A : B : C a : 6 : e, 

ossia A : B : : a : b, B : C * J b : c, A : C ” a : c; dico che se 
A-rB=C, sarà pure a-t-d=c. 

Infatti, dalla proporzione A : B ” a : b, componendo ed inver- 
tendo si ottiene A : A-¥B ; ; a : a-¥b. Ma questa proporzione ha 
gli stessi antecedenti dell’ altra A : C ; ; a : c , dunque i conse- 
guenti saranno in proporzione , cioè sarà A-\-B : a-hó " C : c. 
Or in questa proporzione essendo per ipotesi gli antecedenti egua- 
li, dovranno esserlo ancora i conseguenti, e quindi si avrà a-t-d= 
c. Il che bisognava dimostrare. 

PBOPOSIZIONB LlX — TEOREMA. 

230. In ogni proporzione la somma , o la differenza degli an- 
tecedenti sta alla somma, o alla differenza de' conseguenti come 
uno degli antecedenti al suo conseguente. 
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Dim. Sia la proporzione A : B : : C : D, sarà permutando A : 
C>: : B : D. Or se a quesl’ultima proporzione si applichi il com- 
ponendo. ed il dividendo si avrà 

A-*-C : C : : B-+D : D , ed A— C : C : : B — D : D , c permu- 
tando si otterrà in fine A-\rC : B-\-D : : C : D , ed A — C : B — D 
: : C : D. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LX — TEOREMA. 

231 . Se si ha una serie di rapporti eguali , la somma di tutti 
gli antecedenti sta alla somma di tutti i conseguenti come uno de- 
gli antecedenti al suo conseguente. 

Dim. Sia A : B ” JC : D \ \ E : F \ \ G : I/, ecc. Conside- 
rando solamente i due primi rapporti si avrà la proporzione 
A : B y, C : D, 
dalla quale (n° 230) si deduce 

A h- C '. B D\ \ A \ B. 

E poiché ii terzo rapporto E : F è uguale al primo A : B, si avrà 
A-t- C: B D : E : F. 

Or se in questa proporzione si faccia la somma degli antecedenti 
e quella de’ conseguenti, ne risulterà 

A -+• C E i li D F \ \ E : F, o " A: B, e così in pro- 
gresso. Il che bisognava dimostrare. 

Della ragione composta. 

232. Una ragione si dice composta di due o più ragioni, quan- 
do ha per antecedente il prodotto degli antecedenti di quelle ragio- 
ni, e per conseguente il prodotto de’ conseguenti delle ragioni me- 
desime. Così, essendo date le ragioni di a : 6, di c : d, e di e : f, 
la ragione composta di queste tre ragioni sarà aXcXe : 
ÙXdXf. (*). 



(*) Consistendo il valore di una ragione nel quoziente che si otterrebbe 
dividendo l’antecedente pel conseguente, si è dato a quel quoziente il nome 
di esponente, oppure di quantità della ragione. Quindi è avvenuto che alcu- 
ni matematici considerando le ragioni componenti relativamente ai loro c- 
sponenti hanno definita la ragione composta nel modo seguente : 

Una ragione si dice esser composta di due o più ragioni, quando la 
quantità di quella é il prodotto delle quantità di queste moltiplicate fra 
toro. 

Ma é facile vedere che questa definizione è una conseguenza immediata 
della prima ; dappoiché moltiplicando fra loro gli antecedenti delle ragioni 
componenti, ed i conseguenti delle stesse ragioni anche fra loro, si ven- 



gono a moltiplicare fra loro le frazioni — , — , -j , che sono appunto gli 
esponenti o le quantità delle ragioni accennate. Gli an'ichi adoperavano la 
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233. La ragione composta di due ragioni eguali dicesi duplica- 
ta : si dirà poi triplicata se è composta di tre ragioni eguali ecc.* 

PROPOSIZIONE LXl — TEOREMA. 

234. Se i termini di una proporzione si moltiplicano per » ter- 
mini corrispondenti di un altra , i quattro prodotti che ne risul- 
tano formeranno una nuova proporzione. 

Dim. Sieno le due proporzioni. 

A B : : C : D : ed E : F .: G : H 

E manifesto che moltiplicando fra loro i termini corrispondenti 
di queste proporzioni, cioè A per E, B per F. C per G , e D per 
B , nasceranno due ragioni composte di egual numero di ragioni 
eguali per conseguenza sarà. 

AxE : BXF : ; CxQ : DxH. 

Il che bisognava dimostrare. 

235. Scolio E evidente che il teorema avrebbe luogo anche 
quaudo le proporzioni date fossero più di due. 

. PROPOSIZIONE LZII TEOREMA. 

236. Se quattro quantità formano una proporzione , i loro qua- 
drati o i loro cubi formeranno ancora una proporzione. 

Dim. Sia la proporzione 

A : B : : C : D. 

Se i termiui di questa proporzione si moltiplicano per i termini 
corrispondenti di una o di due proporzioni identiche alla propor- 
zione data i prodotti, che ne risulteranno, saranno proporzionali, 
in virtù del teorema precedente. Or essendosi chiamato quadrato il 
prodotto di due fattori eguali, e cubo quello di tre fattori eguali, 
ne segue che i termini della proporzione così formala saranno i 
quadrati o i cubi de’ corrispondenti termini della proporzione A : 
B :: C: D. 

11 che bisognava dimostrare. 

237. Scolio Sia data, per esempio, la proporzione 2 : 3 '. I 4 : 6. 
Elevando a quadrato si avrà' 

4:9;: 16 : 36. 
elevando poi a cubo si avrà. 

8 : 27 . : 64 .- 216. 



seconda definizione, perchè non si permettevano di riguardare come nu- 
meri i termini di una ragione ; ma abbiam veduto a suo luogo clic questi 
termini si possono, anzi si devono considerare come numeri, se si vogliono 
conoscere le quantità geometriche come sono effettivamente senza orpello o 
mistero. 

Laonde con Boscovich, ed altri grandi geometri faremo uso della prima 
definizione in ciò che concerne la ragione composta. 
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238. Reciprocamente se quattro quantità formano una propor- 
zione , le loro radici quadrate o cubiche formeranno ancora una 
proporzione. 

. Divi. Siano proporzionali le quattro quantità A, B , C, D, c dinoti- 
no a, b, c, d, le loro radici quadrate rispettive. Se si nega che sia 
a : 6 : : c : d, 
dovrà esser ey identemente 

a : b : : c : e. 

Ma per la proposizione precedente se quattro quantità sono in 
proporzione, i loro quadrati formano ancora una proporzione , 
dunque si atra 

a’ : A’ : : c’ : e’. 

Or essendo per ipotesi 

A : B: : C: D ; 

ed essendo inoltre 

A=a % D=b *, C==c% dovrà essere anche eper conseguen- 
za sarà e uguale alla radice quadrala di D, ovvero, sarà e=d, dal 
che risulta 

a : b : : c : d. 

Lo stesso ragionamento si applica alle radici cubiche; dunque se 
quattro quantità sono in proporzione, le loro radici quadrate o cu- 
biche formeranno una nuova proporzione. Il che bisognava dimo- 
strare. 



PROPOSIZIONE IIIV — TEOREMA. 

239. Se sono date tre quantità omogenee A, B, C, la ragione 
della prima alla terza sarà composta delle ragioni della prima 
alla seconda, e della seconda alla terza. 

Dim. Perocché essendo la ragione di A a B espressa dalla fra- 

A B 

zioue — , e la ragione di B a C dalla frazione — , ne conseguo 
Jj c 

che la ragione composta di quelle due ragioni sarà espressa dal 

A B 

prod otto di quelle due frazioni X — . Ma questo prodotto è 
eguale alla frazione — , poiché si può togliere il faltore B comu- 
ne al numeratore, ed al denominatore, senza alterare il prodotto 

A 

accennato; e da un'altra parte — esprime la ragione di A a C, 

I J 

dunque la ragione di A a C si compone della ragione di A a B, e 
della ragione di B a C. Il che bisognava dimostrare. 
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240. Scolio. È manifesto che se le quantità omogenee sono quat- 
tro, la ragione della prima all’ultima sarà composta della ragione 
della prima alla seconda, della seconda alla terza , e della terza 
alla quarta. 

rnoPosiziOHE lxv — teorema. 

241. In ogni proporzione continua il primo termine sta al ter- 
zo co»ic il quadralo del primo al quadralo del secondo, o come il 
quadrato del secondo al quadrala del terzo. 

Dim. Imperocché se A, B, C sono le Ire quantità continuamen- 
te proporzionali, sarà la ragione di A a C composta della ragione 
di A a B, e della ragione di B a C ( n" 239 ). Ala per la supposta 
proporzione queste due ragioni sono eguali fra loro, dunque la ra- 
gione di A e. C sarà composta della ragione di A e B e deila stessa 
ragione di A a // ; e per conseguenza sarà espressa da AX.A : 
B>CB, ovvero sarà A a C carne il quadrato di A al quadrato di B. 
Nello stesso modo si dimoslra che A sta a Ccome il quadrato di B 
al quadrato di C. 11 che bisognava dimostrare. 

242. Scolio. Questo importante teorema si enuncia ancóra di- 
condo ; nella proporzione continua il primo termine sta al terzo 
in ragion duplicata del primo al secondo, o del secondo al terzo. 

Infatti la ragione del primo termine A al terzo C si compone 
delle due ragioni eguali A: B, e B ; C\ e per conseguenza (n° 233 ) 
sarà duplicala di una di loro. 

CAPITOLO II- 

DELLA MISURA DELLE A JE DE’ POLIGONI , E DE’ nAPPOHTl 
CHE N£ DERIVANO. 

243. Definizione I. Misurare una grandezza significa trovare 
il numero delle volte, che essa contiene una grandezza della me- 
desima specie , la quale per convenzione si prende per unità di 
misura- 

214. Un tal numero di unità convenute è la misura della gran- 
dezza ; e paragonando poi la grandezza misurata a quella che la 
misura , il detto numero, considerato astrattamente, esprime la 
ragione che passa tra quelle due grandezze. 

245. Per esempio ( fig. 46 ). supponiamo che si sia presa la li- 
nea CD della lunghezza di un piede parigino ; e supponiamo inol- 
tre che CD sia contenuta esattamente 30 volle in AB, in tal caso si 
dirà che la misura di AB è 30 piedi parigini. Con questa frase ab- 
breviata si vuol intendere che la linea AB sta alla linea CD come 
jl numero astratto 30 sta ali’untà. 

246. Talvolta l’unità di misura non è contenuta esattamente nel- 
la grandezza che si vuol misurare, ma vi è belisi contenuta esatta- 
mente una parte aliquota di essa unità ; allora la misura della gran- 
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dezza accennala sarà espressa da un numero frazionario. Così sup- 
ponendo come sopra che CD sia l’unità di misura, e che la sua de- 
cima parte sia contenuta 25 volte in AB, la misura di questa gran- 
dezza verrà espressa da f| di CD ; e ciò significa che 
AB : CD : : 25 : 10. 

247. Dalle cose precedenti apparisce chiaramente che l’unica 
maniera di misurare una grandezza' qualunque è quella di consi- 
derare come cognita e fissa un’altra grandezza della medesima spe- 
cie, e di determinare il rapporto di quella a questa. 

248. L’ aja o la superficie d’un poligono sono vocaboli quasi si- 
nonimi. Nondimeno 1 aja dinota più particolarmente la quantità su- 
perficiale di una figura, in quanto che è misurata o paragonata ad 
altra superficie. 

249. Definizione II. Si chiamano figure equivalenti quelle che 
hanno aje eguali. Due figure di forme differentissime possono es- 
sere equivalenti , cosi un cerchio può essere equivalente ad un qua- 
dralo, un triangolo ad un parallelogrammo, ad un pentagono, ecc. 

La denominazione &\ figure eguali vien limitata a quelle che so- 
prapposle l una all’altra coincidono in tutti i loro punti. Tali sono 
due cerchi di raggi eguali, due triangoli che hanno i lati rispetti- 
vamente eguali, ecc. 

250. Definizione III. S’intende per altezza d'un parallelogram- 
mo la perpendicolare che misura la distanza di due iati opposti. 
Questi lati diconsi basi del parallelogrammo. 

251 . Definizione 1Y. L'altezza d’un triangolo è la perpcndico- 
rc abbassata dal vertice d’un angolo sul lato opposto, il quale lato 
prende il nome di base del triangolo. 

252 Definizione V . L'altezza d’un trapezio è la perpendicolare 
che misura la distanza de’ suoi due Iati paralleli questi lati si di- 
cono basi del trapezio. 

253. Misurare l’aja di una figura significa, come più sopra si è 
detto, paragonarla ad un’ altra aja presa per unità. 

Il quadrato, che ha per lato l’unità di lunghezza, è stato scelto 
per unità di superficie, o di aja. Se, per esempio, l’unità di lun- 
ghezza è il palmo l’unità di aja è quella di un quadrato che ha per 
lato un palmo, e che si chiama palmo quadrato. Se l’unità di lun- 
ghezza è la canna, l’unità di aja è quella del quadrato che ha per 
lato una canna, e che dicesi canna quadrata , e cosi in progresso. 

254 Se dunque si suppone ( fig. 48. ) che q sia un quadralo di 
cui il lato x sia l'unità di lunghezza, misurare l’aja del rettangolo 
ACHE significa cercare quante volte la sua superficie, o la sua aja 
contiene quella del quadrato q. Si potrebbe credere che per arri- 
vare a misurare l’aja del rettangolo per mezzo di quella «lei qua- 
drato unità convenga soprapporre il quadrato al rettangolo, e ve- 
dere quante volte vi ò contenuto. Nella proposizione seguente ve- 
dremo che si può far a meno di ricorrere a questa operazione , la 
quale non potrebbe praticarsi generalmente parlando. 

8 
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255. V aja di un rettangolo qualunque ACHE ha per misura 
il prodotto della sua base CH per f altezza CA ( fig. 48). 

Dim. Rappresenti x il lato del quadralo stabilito per unità delle 
superficie (n° 253). Possono darsi tre casi ; 1° quando i lati AC , 
CH del proposto rettangolo sono ambidue commensurabili col la- 
to x del quadrato unità , 2° quando un lato è commensurabile, e 
l’altro no, 3° quando nessuno de’ due lati è commensurabile con x, 
1 ° Se i lati AC, CH del rettangolo sono commensurabili coll u- 
nilà di lunghezza x, supponiamo che questa retta unità adattata 
successivamente su i lati CII, AC sia contenuta due volte in Cile 
quattro in AC esattamente. Rimane così divisa la retta AC in quattro 

^ i: 1? n Ha la C.H in rliip narti iìrI minio Aifid 



visione n, V) ,.r si unno ìe rcue vir, uiv, kt ^aiaucic « — » « 
pel punto iV si conduca NM parallela ad AC. Con questa costru- 
zione il proposto rettangolo ACHE risulterà evidentemente diviso 
in piccoli quadrati tutti eguali fra loro ed eguale ciascuno al qua- 
drato unità. Il numero de’ quadrati sarà 8 , e potrà supporsi com- 
posto, odi due serie CM, NE ognuna di quattro quadrati, o di quat- 
tro serie BH , DP, FK, AG ciascuna di due quadrati ; onde e chia- 
ro che quel numero sarà il prodotto di 2 per 4 ; cioè il prodotto del 
numero delle unità lineari contenute in CH pel numero delle unita 
lineari contenute in AC. Ma il numero 8 esprime quanti quadrali 
unità sono contenuti nel proposto rettangolo, ed è perciò la misura 
di esso rettangolo (n°243); dunque il rettangolo ACHE ha per mi- 
sura il prodotto de' suoi lati AC, CII, (*)■ 

~ 7 *\ Potrebbe accadere che l’unità lineare * quantunque commensurabile 
co’ lati AC, CH del proposto rettangolo, non fosse contenula esattamente 
in ciascuno di essi. Allora le tre rette «, AC, 67 / dovranno avere una co- 
mune misura che non sarà ir, ma un’ aliquota d. x (n 178). 
per fissare lo idee, che la terza parte di ir sia misura comune delle rei e 
AC CIL e riportata successivamente sopra ognuna di esse sia contenu a 
due’volte in CH, e quattro in AC. Ragionando come qui sopra si conchiu- 
derà che il proposto rettangolo rimane diviso in 8 quadrati, ciascuno dei 
«mali ha per lato la terza parte dell’unità lineare ; ed anche in questa ipotesi 
il rettangolo avrà per misura il prodotto de’ suoi lati. Imperciocché suppo- 
nendo latto il quadrato sull’unità lineare x, diviso ogni suo lato in tre parti 
ecuali ed uniti i punti di divisione, il quadrato unità sarà evidentemen e 
consisto di nove P quadrati, ciascuno de’ qUàli ha per lato la terza par e 
dell’unità lineare ; e però ognuno di questi piccoli quadrati sarà a nona 
parte del quadrato unità. Ma il proposto rettangolo conteneva 8 di questi 
quadrati ; dunque esso avrà per misura J del quadrato unità. Da un altra 
parte il numero 8 è sempre il prodotto del numero delle parti eguali conte- 
nute nel lato CH pel numero delle parti contenute nel lato AC, se non cne 
in questo caso ognuna di quelle parti c 7 dell’unità lineare, onde il P ro “ ot ! <) 
de* due lati espressi in parti dell’unilà lineare corrisponde a quello delle 

frazioni * e 7 , cioè ad i, quale è appunto la misura del rettangolo proposto. 
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2°. Se la base CH del rettangolo è commensurabile con l'unità 
lineare x e l’altezza AC incommensurabile, dico che la misura del 
rettangolo sarà anche CffXAC. Infatti, se è possibile, il rettan- 
golo abbia per misura il prodotto di CH per un altezza minore o 
maggiore di AC, per esempio CO. Si prenda dielFunilà lineare x 
una tal parte aliquota CR, che sia minore di AO e si porti succes- 
sivamente su i lati CII, CA del rettangolo a partire dal punto C : 
essa sarà contenuta un numero esalto di volle in CH, e dovrà se- 
gnare sul lato AC nn punto di divisione L compreso fra A ed O. 
Conducendo pel pnnto L la retta LD parallela a CH, il rettangolo 
LCHD che ne risulta, avrà i suoi lati commensurabili con l’unità 
lineare, e perciò che si è dimostrato qui sopra, sarà misurato dal pro- 
dotto di CH per CL : ma questo prodotto è evidentemente maggio- 
re di quello ai CH per CO, che si è supposto la misura del rettan- 
golo dato, dunque il rettangolo LCHD sarà, maggiore del rettan- 
golo ACHE, il che è assurdo. Similmente si dimostrerebbe che il 
rettangolo proposto non può avere per misura il prodotto di CH per 
un'altezza maggiore di AC, e quindi, anche in questo secondo caso, 
il proposto rettangolo ha per misura il prodotto de’ suoi lati 
AC, CH. 

3° Siano finalmente ambedue i lati C II , CE incommensurabili 
con l unità lineare ar; se è possibile, in questa terza ipotesi il ret- 
tangolo ACHE abbia per misura il prodotto delta base CH per 
un'altezza CO minore di AC. Si prenda un’aliquota di x minore di 
AO : e si porli ripetutamente sopra AC partendo dal punto C. Un 
punto di divisione dovrà cadere in L fra A ed O, c compito il ret- 
tangolo LCHD , esso avrà un lato LC commensurabile con l’unità 
lineare, e l’altro CII incommensurabile. La sua misura, pel secon- 
do caso , sarà CHX.CL , il quale prodotto essendo maggiore di 
CHxCO, ne risulterà come qui sopra l'assurdo che il rettangolo 
Cf/DL parte di ACHE sarebbe maggiore del tutto. 

Dunque in ogni caso, un rettangolo qualunque ha pnr misura 
il prodotto della sua base per /’ altezza. 11 che bisognava dimo- 
strare. 

256. Corollario. Quando il rettangolo proposto è un quadrato , 
la base e l’altezza sono eguali; onde per ottenere il numero delle 
unità di superficie contenute in questo quadrato, basta moltiplica- 
re per se stesso il numero delle unità lineari che contiene uno dei 
suoi lati. Se per esempio , il lato di questo quadrato contiene 2 
unità lineari, la sua superficie conterrà 2X'2, ovvero 4 unità di 
superficie. In generale se A rappresenta un Iato del quadrato , la 
sua aja sarà espressa da AxA, ovvero A* : ed ecco perchè in a- 
rilmetica si è chiamato quadrato il prodotto di un numero per se 
stesso. 

* 257. Scolio. Abbenchè una linea comunque moltiplicata non 
possa mai divenire superficie, e che perciò siffatta generazione del- 
la superficie per mezzo delle linee sia ben diversa dalla moltipli- 
cazione, si accordano non pertanto in questo, cioè che il numero 
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dello unità contenuto in una linea moltiplicato pel numero delle 
unità contenute in un’altra produce un numero astrailo di unità 
corrispondente alla superficie compresa da queste linee, se per u- 
nità di superficie si prenda il quadrato di cui i lati sono le unità 
lineari (*J. 

Dunque , siasi qualunque la linea presa per unità di misura li- 
neare-, purché si prenda per unità di superficie il quadrato fatto 
sopra la linea medesima , il numero delle unità lineari contenute 
nella base di un rettangolo moltiplicato pel numero delle unità li- 
neari contenute nell’altezza esprime non già una retta, ma bensì 
sin numero astratto commensurabile, o incommensurabile, che di- 
nota il rapporto dell’aja del rettangolo a quella del quadrato unità, 
vale a dire ( n° 243 ) rappresenta la misura del rettango lo mede- 
simo (**). 

PROPOSIZIONE LXVII — TEOREMA. 

158. Due rettangoli qualunque stanno fra loro in ragion com- 
posta della ragione delle basi e della ragione delle altezze (fig.49). 

Dim. Siano ABCD. ed EFGI1 due rettangoli, di cui AB ed EF 
sono le basi, AD ed EH le altezze. 



(*) Newton. Arti. Unir. p. 4- 

(**) Si potrebbe domandare cosa esprime il prodotto de’ due Iati CU, AC 
( fig. 48 ) del rettangolo nel a° e nel 3° caso considerati qui sopra, quan- 
do uno o ambidue quelli Iati non possono assegnarsi esattamente in parti 
dell’unità lineare, e quindi in numeri ? Una tale circostanza indica che il 
rettangolo non può esprimersi esattamente nè in numeri interi, nè in nume- 
ri frazionarli per mezzo dell’unità supcrfiqiale. cioè che il rettangolo è in- 
commensurabile con quella unità, e la sua ra sura è un numero incommen- 
surabile o irrazionale. Solamente nel 3“ caso potrebbe accadere che il pro- 
dotto delle linee CU, e d //Cdasse un numero commensurabile, come altrove 
(n n 2i 8) abbiamo osservato Ma quando il prodotto dello linee accennate ri- 
sulta incommensurabile, allora è chiaro che valutando i lati del rettangolo 
per mezze di aliquote deU’unilA lineare sempre più piccole, si avrà una serie 
di rettangoli incommensurabili con l’unità quadrata, che andranno avvici- 
nandosi di più in più al rettangolo proposto sino a differirne per una quantità 
minore di qualunque data. 11 rettangolo proposto sarà dunque un limite, al 
quale gli accennati rettangoli razionali potranno avvicinarsi quanto si vorrà 
senza però raggiungerlo. Tutto ciò è conforme alla natura delle quantità 
incommensurabili (n° 217) ; nondimeno giova di non perdere di vista quello 
che ivi si è osservato, vale a dire che nella geometria non si ha bisogno di 
fare il prodotto effettivo delle linee CU, ed AC, ma solamente di conoscere 
che quando si prende il quadrato per unità di superficie, 1’ aja del rettan- 
golo sta a quella di questo qnadrato come il numero astratto, qualunque es- 
so siasi che risulta dal prodotto sopraccennato sta all'unità astratta; c per- 
ciò il prodotto di due linee rappresenta il rettangolo contenuto da queste li- 
nce. Il prodotto effettivo ha luogo nello applicazioni della geometria alla 
pratica, cd abbiam visto più sopra in qual modo si dc>e intendere. 
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In virtù del teorema precedente il rettangolo ABCD ha per mi- 
sura ABXA n. Parimente il rettangolo EFGII ha per misura 
EFX.EH; per conseguenza i due rettangoli stanno fra loro come 
i prodotti delle basi moltiplicale per le altezze. Or essendo AB : EF 
la ragione delle hasi , ed AD : Eli quella delle altezze, ne segue 
che la ragione composta di queste due ragioni sarà (n° 232). 

AB~X-4D : EF'X.EII . e per conseguenza i due rettangoli stan- 
no tra loro in ragion composta della ragione delle basi e della ra- 
gione delle altezze. 11 che bisognava dimostrare. 

259. Corollario I. Se le altezze AD, EH sono eguali fra loro , 
la ragione composta ABXAD : EFxEH , togliendo il fattore 
comune aH’anlecedente e al conseguente, si ridurrà a quella delle 
hasi AB : EF • Quindi si deduce che 

Due rettangoli della stessa altezza stanno fra loro come le basi. 

260. Corollario II. Se i rettangoli ABCD , ed EFGH fossero 
equivalenti, allora si avrà 

ABxAD=EFxEH ; 

e passando da questa eguaglianza alla proporzione (n 11 214) risul- 
terà 

AB : EF : : EH : AD\ cioè 

Se due rettangoli sono equivalenti , le loro basi stanno in ra- 
gion reciproca delle altezze. 

La proposizione inversa è manifesta, vale a dire 

Se le basi di dttc rettangoli sono reciprocamente proporzionali 
alle altezze, i due rettangoli sono equivalenti, 

Infatti, in tal caso si avrà 

AB: EF: : EH : AD : 

e per conseguenza sarà ABxAD=EFxEII, ovvero sarà il ret- 
tangolo ABCD equivalente al rettangolo EFGH. 

261. Scolio. Se il rettangolo EFGH si prendesse per unità di 
misura del rettangolo ABCD ; il rapporto de' prodotti ABxAD , 
ed EFxEH rappresenterebbe il rapporto de! rettangolo ABCD 
alla sua unità di misura, e per conseguenza rappresenterebbe la 
misura del rettangolo medesimo. 

l’er esempio supponiamo AB= 10, AD= 6, E F=d , ed EII—A, 
sarà ABCD : EFGH : : 10X6 : 4x3 : : CO : 12 : : ? “ : 1. Quindi 
l’aja del rettangolo ABCD sarà ~ dell’aja del rettangolo EFGH , 
ovvero sarà il quintuplo dell aja di questo rettangolo. 

PKOPOSIZIOJfK LXVIJI TEOREMA. 

262. L'aja d'un parallelogrammo ha per misura il prodotto 
della sua base per la sua altetza ( fig. 50. 

Dim. Sia il parallelogrammo ABCD. Dico che la sua aja ha per 
misura il prodotto della base DC per l'altezza CF. 

Dal punto D si conduca a CF la parallclla DE che incontrerà il 
prolungamento di BA nel punto E : la figura ED 1F sarà un rel- 
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tangolo equivalente al parallelogrammo ABCD. Infatti, ne’ trian- 
goli E AD, FCB il lato ED=CF come lati opposti del rettangolo 
EDCF, il lato AD=BC come lati opposti del parallelogrammo 
ABCD , e l’angolo EDA=FCB, perchè hanno i lati paralleli e ri- 
volti dalla stessa parte (n° 72). Si aggiunga di comune il quadri- 
latero ADCF, e risulterà il parallelogrammo ABCD equivalente al 
rettangolo EDCF, che ha la stessa base DC, e la stessa altezza 
CF ; e però il parallelogrammo ABCD avrà per misura il prodotto 
della base per l’altezza. Il che bisognava dimostrare : 

263. Corollario I. Apparisce da questo teorema che 

Due parallelogrammi sono equivalenti quando hanno la stessa 
base, e la stessa altezza. 

264. Corollario II. Due parallelogrammi qualunque sono in ra- 
gion composta della ragione delle basi e della ragione delle al- 
tezze. 

Ciò si ricava dalla proposizione lxvii, come pure i corollarii qui 
appresso. 

265. Corollario III Due parallelogrammi che hanno la stessa 
altezza stanno fra loro come le basi. 

266. Corollario 1 V . Due parallelogrammi equivalenti ha nno le 
basi in ragion reciproca delle altezze. 

267. Corollario V Se le basi di due parallelogrammi sono in 
ragione reciproca delle altezze , i due parallelogrammi saranno 
equivalenti. 



PUOPOSIZ.OnE LXIX — TEOREXJ. 

268. Vaga d'un triangolo ha per misura il prodotto della sua 
base per la metà della sua altezza ( lig. 51 ). 

Dim. Sia il triangolo ABC. Dico che la sua aja ha per misura 
il prodotto della sua base BC per la metà della sua altezza AD. 

Dal punto A si conduca AE parallela a BC, e dal punto C si tiri 
la retta CE parallela ad AB. La figura ABCE sarà un parallelo- 
grammo, il quale è diviso dalla diagonale AC in due parti eguali 
( n I 57 . ) 31a il parallelogrammo ABCE ha per misura il prodotto 
della base BC per l’altezza AD, dunque il triangolo ABC , che è 
metà del parallelogrammo, avrà per misura il prodotto della base 
BC per la metà dell’altezza AD. 11 che bisognava dimostrare. 

269.. Corollario /. Si deduce da questo teorema che 

Ogni triangolo è metà del parallelogrammo che ha la s lessa ba- 
se e la stessa atte zza. 

(Quindi divengono manifesti tutti i corollarii seguenti. 

270. Corollario li. Due triangoli della stessa base e della stes- 
sa altezza sono equivalenti. 

271. Corollario III. Due triangoli qualunque sono in ragion 
composta della ragione delle basi c della ragione delle altezze. 

272. Corollario 11' Due triangoli che hanno la stessa altezza 
stanno fra loro come le basi. 
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273 . Corollario V. Due triangoli equivalenti hanno le basi in 
ragion reciproca delle altezze. 

274. Corollario VI. Sedue triangoli hanno le basi in ragion 
reeiproca delle altezze, saranno equivalenti. 

PROPOSIZIONE LXX — TEOREMI. 

275 . Due triangoli , che hanno un angolo eguale ad un angolo, 
stanno fra loro in ragion composta de le ragioni de' lati che coni 
prendono gli angoli eguali, ovvero stanno come i rettangoli dei 
medesimi lati ( fig. 32 ). 

Dim Siano i due triangoli ABC, e DAE, che abbiano 1’apgolo 
BAC—D.lE. Dico che il triangolo ABC sta al triangolo ADE va. 
ragion composta di AB : A E, e di CA : AD, ovvero come il rettan- 
golo di AB in AC sta al rettangolo di AD in AE. 

Si pongano i due triangoli in modo che i lati BA, AE stiano in 
linea retta, gli altri due CA , AD staranno pure in linea retta ( n° 
58 ); indi si congiunga il punto B col punto D. 

1 triangoli ABC, ABD, ADE, essendo tre grandezze omogenee, 
sarà la prima ABC alla terza ADE in ragion composta della prima 
alla seconda e della seconda alla terza ( n° 239 ). Ma i triangoli 
ABC, ABD avendo la stessa altezza, perchè il vertice B è comune 
e le basi CA, AD sono situate in una medesima linea retta CD 
stanno fra loro come le basi accennate (n° 262); ed allo stesso mo- 
do il triangolo BAD sta al triangolo ADE come la base BA alla 
base AE : dunque il triangolo ABC He al triangolo ADE in ragion 
composta della ragione di CA : AD, e della ragione di BA : AE ov- 
vero sarà il triangolo ABC al triangolo ADE come ABxAC ' AD 
XAE, ossia come il rettangolo di AB in AC al rettangolo di AD 
in AE. Il che bisognava dimostrare. 

276. Corollario 1 È manifesto che i due triangoli sarebbero e- 
quivalenti se il rettangolo ABXAC fosse equivalente al rettango- 
lo ADXAE, o che vale lo stesso se si avesse la proporzione 

AB : AD : ; AE : AC. 

Da ciò si deduce che 

Se due triangoli hanno un angolo eguale ad un angolo-, ed ilatì 
intorno agli angoli eguali sono recipi ocamente proporzionali , 
essi triangoli saranno equivalenti, e viceversa. 

277. Corollario II. Essendo ogni parallelogrammo diviso dalla 
sua diagonale in due triangoli eguali (n“ 157 j, la ragione di due 
parallelogrammi sarà eguale a quella de’ triangoli ; e per conse- 
gnenza. 

Due parallelogrammi equiangoli stanno fra loro in ragion com- 
posta delle ragioni dedali che comprendono gli angoli eguali , ov- 
vero come i rettangoli de' mede simi lati; e viceversa. 
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* 278. Se l'angolo EBD è supplemento dell'angolo ABC , ed i 
lati intorno a tali angoli sono reciprocamente proporzionali , il 
triangolo DBE sarà equivalente al triangolo ABC (fig. 53). 

Dim. Perocché, essendo per ipotesi AB : BE : : BD : BC, po- 
sta.BF=BD, e congiunta VE , sarà pure Ali : BE : : BF : BC ; 
e però in virtù della prooosizione precedente ( Cor. 1, n° 276) il 
triangolo ABC sarà equivalente al triangolo FEB. Ma il triangolo 
EBD è equivalente al triangolo FEB , perchè hanno eguali basi 
BD, BF, e la stessa altezza, essendo il vertice E comune, le e basi 
accennate in una medesima linea retta; dunque il triangolo EBD 
è equivalente al triangolo ABC. II che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXIl TEOREMA. 

271). L cja di' un trapezio ha per misura il prodotto della sua 
altezza per la metà della somma delle basi parallele (fig. 54). 

Dim. Sia ABCD un trapezio, in cui i Iati paralleli o le basi so- 
no AB e CD, e l'altezza DM. 

Si divida il lato CB in due parti eguali nel punto O, e per que- 
sto punto si conduca la retta F E para lela al lato AD, poi si pro- 
lunghi DC finché incontri la parallela medesima nel punto E. Se 
si paragonano i due triangoli OCE , ed OBF si avrà il lato C0= 
Oli, per costruzione, l’angolo COE—BOFc ome verticali, e l’an- 
golo OCE=OBF come alterni rispetto alle parallele AB, DE. se- 
cate dalla terza CB : dunque questi due triangoli hanno un lato e- 
guale ad un lato, e gli angoli adiacenti a questi lati rispettivamen- 
te eguali; perciò saranno eguali. Or se da tutta la figura ADEOB 
'si toglie alternativamente ciascuno di questi triangoli, rimarrà da 
una parte il trapezio ABCD, e dall’altra il parallelogrammo AD EF, 
che sarà perciò equivalente al trapezio proposto. Ma l’aja del pa- 
rallelogrammo ADEF ha per misura il prodotto della sua altezza 
DM per la sua base AF-, dunque il t: apezio ABCD ha per misura 
lo stesso prodotto, cioè DM'XAF. 

Ciò premesso, si vede che AB è uguale ad AF con l'aggiunta di 
FB, al contrario DC è uguale a DE meno CE. Ma FB=CE, ed 
AF=DE, dunque le due-basi AB, DC del trapezio prese insieme 
sono eguali alla somma delle due basi AF, DE del parallelogram- 
mo, e per conseguenza la ha; e AF del parallelogrammo è uguale 
alla semi-somma , ossia alla metà della somma delle due basi del tra- 
pezio. Quindi il trapezio ha per misura il prodotto della sua altez- 
za DM, per la semi-souuna de lati paralleli. 11 che bisognava di- 
mostrare. 

280. Scolio. Se pel punto Osi conduca Oli parallela alle due 
basi del trapezio, il punto H in cui questa retta incontra il lato AD 
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sarà il punto di mezzo di questo lato. Infatti, nel parallelogrammo 
DEOf! si ha il lato DH=*OE ( n° 157 ) ; per la stessa ragione 
HA—OF\ ma OE=OF, perchè sono eguali i triangoli OC E, OBF. 
dunque sarà pure DII=HA. Di più è la retta OJJ~AF come lati 
opposti del parallelogrammo AffÒF; perciò si conchiude che 

L'aja d'uri trapezio haper misura il prodotto della sua altezza 
per la retta che unisce i punti di mezzo de' lati non paralleli. 

proposizione unii — problema. 

281 . Ad un dato triangolo ABC fare un parallelogrammo equi- 
valente FECG con un angolo eguale ad un angolo dato (fig. 55). 

Soluzione. Dal punto A condotta la retta AG parallela alla ba- 
se BC, e questa divisa per mezzo nel punto E, si faccia 1' angolo 
CEF eguale all'angolo dato, indi si tiri CG parallela ad EF , il 
parallelogrammo FECG sarà equivalente al triangolo dato ABC. 
Infatti, hanno la stessa altezza, perchè sono compresi fra le stesse 
parallele , e la base BC del triangolo è doppia della base EC del 
parallelogrammo; perciò le loro aje devono essere eguali. 11 ehe 
bisognava fare. 

282. Scolio. La risoluzione del problema inverso è manifesta. 

PROPOSIZIONE LXXIV — PROBLEMA. 

283 . Trasformare uri poligono in un triangolo equivalente 
(fig- 56). 

Sol. Sia ABCDE il poligono dato: si conduca la diagonale CE ; 
cd a questa la parallela DF , che incontri il lato AE prolungato 
in F: indi si tiri la retta CF. I due triangoli ECO, CEF, sono e- 
quivalenti, perchè hanno la medesima base CE, e la medesima al- 
tezza, essendo racchiusi fra le stesse parallele CE, DF. Se dunque 
al triangolo ECO si sostituisce il triangolo CEF, il poligono 
ABCDE verrà trasformato nel poligono equivalente ABCF, che 
ha un lato di meno. Applicando a questo poligono la costruzione 
precedente si avrà un triangolo equivalente al poligono proposto. 
È manifesto che la stessa costruzione condurrà a trasformare un 
poligono di un numero qualunque di lati in un triangolo equiva- 
lente. 11 che bisognava fare. 

284 . Scolio. Si vede ora non solo la possibilità di misurare l'aja 
d’un poligono di qualsivoglia numero di lati, ma ancora quella di 
paragonare fra loro le aje di due poligoni qualunque. 
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CAI' ITOLO III. 

DELLA PROPORZIONALITÀ’ DE* LATI DE' TRIANGOLI. 

TEORICA DELLE FIGURE. SIMILI. 

285. Dopo In perfetta eguaglianza o di sovrapposizione, la più 
feconda di applicazioni è la equivalenza , ossia 1’ eguaglianza in 
grandezza indipendentemente dalla forma , di cui abbi.m Tarlalo 
nel capitolo precedente, e che nasce quando da due superficie e* 
guati si sottrae una medesima superficie in siti differenti. Ma oltre 
a queste due specie di eguaglianza ve ne ha un’altra assai impor- 
tante, la quale consiste nella eguaglianza degli angoli e de’ rap- 
porti delle linee, che costituiscono i poligoni. Di questa andiamo 
ora a trattare. 



PROPOSIZIONE LlXV — TEOBEMJ. 

286. Se in un triangolo si conduca una retta parallela ad un 
lato, gli altri due lati saranno divisi in parti proporzionati(f\g'57 ) 

Dim. Nel triangolo aBC si conduca la retta DE parallela a BC. 
Dico che si avrà , 

AD : DB: : AE : EC. 

Si congiunga il punto B col punto E . ed il punto C col punto 
D. I due triangoli BUE, e CED sono equivalenti, perchè hanno la 
stessa base DE, e la stessa altezza essendo compresi fra le medesi- 
me parallele BC, e DE ; per conseguenza il triangolo ADE avrà 
la stessa ragione ai due triangoli BDE, e CED ( p° 189 ), vale a 
dire sarà 

ADE : BDE : : ADE : CED. 

Or i triangoli, ADE, BDE hanno la stessa altezza, perchè han- 
no il vertice E comune, e le basi AD, DB sono situate in nna me- 
desima linea retta AB, dunque i detti triangoli stanno fra loro co» 
me le basi accennate (n° 272). Parimente si dimostra che il trian- 
golo ADE sta al triangolo CED come la base AE alla base EC; e 
per conseguenza sostituendo alle ragioni de’ triangoli quelle delle 
basi si avrà 

AD : DB : ; AE : EC, 

Il che bisognava dimostrare. 

287. Corollario. Da questa proporzione si deduce componendo 
(n° 225) che 

1 0 AD+DB .AD:: AE-hEC : AE, ossia AB : AD : : AC : 
AE: 

2° AD+DB : DJi ; ; AE-\-EC : EC, ovvero 
AB: DB]: AC: EC, 
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288. Se i lati AB, AC d'uà triangolo ABC, sono divisi in parti 
proporzionali da una retta DE , questa sarà parallela al terzo 
lato BC (fig. 57). 

Dim. I triangoli ADE, BDE avendo la stessa altezza stanno fra 
loro come le basi AD , DB. Parimente il triangolo ADE sta al . 
triangolo CED come la base AE alla base EC. Ma per ipotesi si ha 
AD : DB : : A E : EC. 

dunque il triangolo ADE sta al triangolo BDE come lo stesso trian- 
golo ADE al triangolo CED; e però sarà il triangolo BDEeq uiva- 
leute al triangolo CED. Or questi due triangoli hanno la stessa ba- 
se DE ; dunque devono avere la stessa altezza; ossia devono essere 
compresi fra le stesse parallele DE, BC. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSI ZIO.VE LXXVII TEOREMA. 

289. Se tra due rette CB , EG si conducano quante parallele 
si vogliano CE, DF, BG, quelle rette saranno di vise in parti prò 
porzionali (fìg. 58). 

Dim. Se le due rette date CB , EG sono parallele , la proposi- 
zione enunciata è evidente, poiché in tal caso le parti CD, DB so- 
no rispettivamente eguali alle parli EF, EG come Iati opposti dei 
parallelogrammi CDFE , DBGF. Se poi non sono parallele , si 
prolunghino finché s’incontrino nel punto A. 

Nel triangolo ADE essendo CE parallela a DE\ sarà la ragione 
di AD ad AF eguale a quella di CD ad EF (n° 287). Similmente 
nel triangolo ABG essendo DF parallela a BG, sarà la ragione di 
AD ad AF eguale a quella di DB a FG. Ma due ragioni eguali a 
una terza sono eguali fra loro, dubque si avrà 
CD . EF : : DB : FG, 

ovvero permutando 

CD : DB : : EF : FG. 

Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIOHE LXXVIlI — TEOREMA. 

280. La retta BD che divide in due parti eguali [angolo CBA 
di un triangolo, dividerà il lato opposto AC in due segmenti pro- 
porzionali ai lati adiacenti (fig. 59). 

Dim. Pel punto C si conduca la retta CE parallela a BD, e si 
prolunghi il lato AB che incontrerà CE nel punto E’, perchè non 
si possono tirare dal punto B due parallele CE. 

Considerando le due parallele rispetto alla secante AE , sarà 
l’angolo esterno ABD eguale all' interno ed opposto dalla stessa 
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parie BEC (n° 68); rispetto poi alta secante BC gli angoli alterni 
CUD, BCE saranno eguali fra loro (n° 68). Ma per ipotesi l’ango- 
lo ABD è eguale all’angolo CBD, dunque ancora l’ angolo BEC 
sarà eguale all’ angolo BCE ; e perciò sarà il lato BE—BC ( n° 
105). Or nel triangolo ACE la retta BD essendo parallela a CE 
si ha la proporzione 

AD : DC : : AB : BE 

Quindi mettendo BC in luogo di BE, si avrà in fine 
AD : DC : : AB : BC. 

11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXlX — TEOREMA. 

291. Se nel triangolo ABC si conduca la retta DE parallela al 
lato BC, il triangolo ADE sarà equiangolo al triangolo ABC , e 
saranno proporzionali i lati adiacenti agli angoli eguali (fig.60). 

Dim. Dal punto D si tiri DF parallela ad AC. Essendo DE pa- 
rallela a BC, sarà l’angolo esterno ADE eguale all’interno ed op- 
posto dalla stessa parte ABC. Parimente si dimostra che 1' angolo 
AED è uguale all’angolo ACB, dunque il triangolo ADE è equian- 
golo al triangolo ABC. 

In secondo luogo, essendo DF parallela ad AC, i lati BA , BC 
saranno divisi in parti proporzionali (n°286), e si avrà BA : DA , \ 
BC : FC. Ma Fc è uguale a DE, perchè sono lati opposti del pa- 
rallelogrammo DECE, dunque sarà BA : DA : : BC : DE. Or in 
virtù delle parallele DE. BC, ancora i lati B4 , e CA sono divisi 
iu parti proporzionali, vale a dire che si ha BA : DA : : CA : EA, 
dunque la ragione di BA a DA è uguale tanto alla ragione di BC a 
DE, quanto alla ragione di CA ad EA ; e per conseguenza si avrà 
BA : DA : : BC : DE : : CA : E A. 

Quindi il triangolo ABC è equiàngolo al triangolo ADE , ed i Iati 
adiacenti agli angoli eguali sono proporzionali. 11 che bisognava 
dimostrare. 

292. Scolio I. Ne’ triangoli equiangoli i lati adiacenti agli an- 
goli eguali sono stati chiamati lati omologhi, e quelli stessi angoli 
si sono detti angoli omologhi (*). Cosi , il lato AB è omologo ad 
AD, il lato BC a DE, ed il lato AC ad AE. 

293. Scolio II. Immaginiamo che il lato BC si muova paralle- 
lamente a se stesso verso il punto A, il triangolo ABC andrà im- 
picciolendosi a misura che il lato BC più si avvicina al punto A, ma 
per ciò che più sopra si è dimostrato conserverà sempre la stessa 
forma e varierà nella sola grandezza. Or siccome nel linguaggio 
comune due oggetti si dicono simili , quando la forma è in ainbidue 



(*) Omologo è parola greca, c signiCea simile ragione. 
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la stessa, ma la grandezza è diversa, così volendosi serbare una cer- 
ta analogia colla comune maniera di parlare si è fatta la seguente 

Definizione. Due triangoli si dicono simili , quando hanno gli 
angoli eguali ciascuno a ciasci.no, ed iloti omologhi proporzionali. 

Quindi si deduce che se in un triangolo ABC si conduca una 
retta DE parallela ad un lato BC, il triangolo ADE sarà simile al 
triangolo ABC. Si deduce ancora che due triangoli eguali sono 
sempre simili, ma non viceversa, vale a dire che due triangoli si- 
mili possono essere assai disuguali. 

PROPOSIZIONE LXXX TEOREMA. 

294. Se dal vertice di un triangolo ABC si conducano quanto 

rette si vogliano AE, AG, ecc. alla base BC, queste divideranno 
la base medesima e la sua parallela DF in parti proporzionati 
(Cg. 61). , 

Dim. Perocché, nel triangolo ABE essendosi condotta la paral- 
lela DL alla base BE sarà ( n° 29 1 ) AE : AL ; : BE : DL. Per 
la stessa ragione nel triangolo AEG sarà AE : AL \ ; EG : LO ; 
ma due ragioni eguali ad una terza sono eguali fra loro, dunque 
BE : DL ; ; EG : LO. Considerando i due triangoli AEG, AGC 
in vece dei due ABE, AEG, si dimostrerà nello stesso modo clic 
EG : LO : : GC : OF , e però si avranno le ragioni eguali BE : 
DL : : EG : LO : : GC : OF. Il che bisognava dimo strare. 

• Caratteri della simiglianza de lì iangoli. 

PROPOSIZIONE LXXXI TEOREMA. 

295. Due triangoli sono simili, quando hanno gli angoli rispet- 
tivamente eguali ( fig. 62 ). 

Dim. Ne' triangoli ABC, FGU sia 1’ angolo A=F, B—G, 
C=II. Dico che i due triangoli saranno simili. 

Sul lato AB supposto maggiore di FG si prenda AD=FG, e 
si tiri DE parallela a BC. Da questa et struzione risulta che 1 an- 
golo ADE è uguale all’angolo ABC ( n° 68 ): ma per ipotesi l’an- 
golo ABC=FGU, dunque sarà ancora l’angolo ADE— FGU : e 
per conseguenza il triangolo ADE sarà eguale al triangolo FGll, 
perchè hanno uu lato eguale a un lato e gli angoli adiacenti a que- 
sti lati rispettivamente eguali. Ma il tirangolo ADE è simile al 
triangolo ABC ( n° 292 ), dunque sarà ancora il triangolo FGU 
simile al triangolo ABC. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXII — TEOREMA. 

296. Due h iangoli iono simili, quando hanno i lati proporzio- 
nali (fig. 62 ). J J 
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Dim. Ne’ triangoli ABC, FGH sia AB : FG : : AC : FU : ; 
BC : GH : Dico che i due triangoli sono simili. 

Si preoda sul Iato AB una parte AD=FG , e si conduca DE 
parallela a BC. Si avrà ( n° 287 ) la prop >rzioue AB : AD : : AC: 
AE : ma per ipotesi si ha AB : FG : : AC : FH\ dunque essen- 
do in queste due proporzioni gli antecedenti eguali, si avrà'(n° 227), 
AD : FG : : AE : FU. Ma per costruzione AD=FG ; dunque 
dovrà essere ancora AE=FH ( n° 206 ) Parimente si dimostra 
che DE=zGH, poiché da una parte ( n° 291 ) si ha AB : AD : : 
BC : DE, e dall’altra sì ha per ipotesi AB : FG .'I BC : GH, 
ovvero AB : AD: : BC : GH , poiché AD—FG. Quindi i due 
triangoli ADE, FGH hanno i tre lati respettivamente eguali, e per- 
ciò sono eguali. Or il triangolo ADE è simile al triangolo ABC 
(u° 291), dunque ancora il triangolo FGH sarà simile al triango- 
lo ABC. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE LXXXUI — TEORRHJ. 

297. Due triangoli sono simili, quando hanno un angolo eguale 
a un angolo e sono proporzionali * lati che comprendono gli an- 
goli eguali ( lig j Ci ). 

/ i ■ 

Dim. Abbiano i triangoli ABC. FGH\'eogo\o A=F:c sia inol- 
tre AB : FG ; ; AC : FII. Dico che il triangolo ABC è simile al 
triangolo FGH. 

Sul lato AB si prenda AD=FG. si tiri DE parallela a BC. Si 
avrà (n° 287) la proporzione AB : AD \ ; AC : AE\ ma per ipo- 
tesi AB : FG ! ‘ AC : FH, dunque essendo in queste due propor- 
zioni gli antecedenti eguali sara AD : FG ; ; AE : FH. àia per 
costruzione AD=FG dunque dovrà essere ancora AE=.FH , e 
per conseguenza sarà il triangolo ADE eguale al triangolo FGH, 
poiché hanno due laù rispettivamente eguali a due lati, e l’angolo 
compreso dai primi eguale all'angolo compreso dai secondi. Or il 
triangolo ADE e simile al triangolo ABC (u° 291), dunque anco- 
ra il triangolo FGH sarà simile al triangolo ABC. Il che hisogna- 
va dimostrare. 

» 

PROPOSIZIONE LXXXIV — TEOREMA 

298. Due triangoli sono simili, quando hanno i lati respeltiva- 
rnente paralleli ( lig 62 ). 

Dim. Sieno i lati AB, AC, BC del triangolo ABC rispettivamen- 
te paralleli ai lati FG, FH, GH del triangolo FGH. Dico che il 
triangolo FGH è simile al triangolo ABC. 

Infatti gii angoli A e F sono eguali, perchè sono compresi fra 
lati paralleli e rivolti dalla stes ; a parte. Parimente si dimostra che 
l’angolo C—H, e I angolo B—G , dunque i due triangoli ABC , 
FGH sono equiangoli, e perciò simili. 11 che bisognava dimostrare . 
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PROPOSIZIONE LUX V — TEOREMA- 

29ty. Due triangoli sono simili , quando hanno i lati rispettiva- 
mente perpendicolari (fig. (13 ). 

Ditti. Ne’ triangoli ABC, DEF, siali lato DE perpendicolare ad 
AB , il lato FD ad AC, cd il lato EF a BC Dico che il triangolo 
ABC è simile al triangolo EDF. 

Infatti, nel quadrilatero A1DH la somma dei quattro angoli c- 
quivale a quattro retti '(n° 138) : ma gli angoli DHA, e DI A sono 
retti per supposizione, dunque la somma de’ due rimanenti HAI , 
ed IIDI dovrà essere eguale a due retti. Or la somma degli ango- 
li adiacenti UDÌ, FDE è pure eguale a due retti ; perciò se si to- 
glie il comune angolo HDI resterà l’angolo FDE eguale all’ango- 
lo BAC. Nello stesso modo si dimostra che l’ angolo E—B, e l’an- 
golo F=C. Quindi i due triangoli ABC, EDF sono equiangoli ; 
e per conseguenza sono simili. 11 che bisognava dimostrare. 

300. Scolio /• Nella dimostrazione precedente si è considerato 
il triangolo EDF come situalo dentro del triangolo ABC\ dappoi- 
ché se stasse fuori come il triangolo E ' D 1 F‘, ì cui lati prolungati 
si suppongono perpendicolari rispettivamente ai lati del triangolo 
ABC, in tal caso si descriverà dentro di questo triangolo il trian- 
golo EDF che aM)ia i lati rispettivamente paralleli a quelli del 

triangolò E‘ D> F 1 . È manifesto che in virtù delle parallele i lati v ^ 

del triangolo EDF saranno rispettivamente perpendicolari ai lati 
del triangolo ABC , e perciò il triangolo EDF sarà simile al trian- 
golo ABC. Ma il triangolo EDF è equiangolo al triangolo E? D 1 F', 
dunque anc 1 e questo è simile al triangolo ABC. 

301. Scolio II. Dalle cinque proposizioni precedenti si può con- 
chiudere che due triangoli sono simili. 

1°. Quando lu. uno due angoli eguali ciascuno a ciascuno : 

2°. Quando hanno i lati proporzionali. 

3°. Quando hanno un angolo eguale ad tni angolo, e sono pro- 
porzionali i lati che comprendono gli angoli eguali. 

4°. Quando. hanno i lati respeltivatnente paralleli.. 

5 a . Quando hanno i lati respettiramente. perpendicolari. 

302. Scolio DI Merita ancora di essere osservato che nei trian- 
goli simili i lati omologhi sono sempre opposti agli angoli eguali. 

Pare dunque che i lati omologhi avrebbero potuto definirsi di- 
cendo esser quelli, che ne’ triangoli equiangoli sono opp sii agli 
angoli eguali. Mai questa definizione no i avrebbe potuto applicarsi 
ai poligoni simili di qualunque numero di Ulti, poiché in questi po- 
ligoni i Iati non sono opposti agli angoli, e nulladimeno si consi- 
derano ancora in queste figure i la i omologhi, cioè i lati adiacenti 
agli angoli eguali. 
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PROPOSIZIONE TTXXVI — TEOREMA. 

303. I triangoli simili stanno fra loro coma i quadrati de lati 
omologhi ( iìg. 6*2 ). 

Dim. Siano i due triangoli simili ABC, FGU : dico che stanno 
fra loro come i quadrati di due lati omologhi AB, FG, ovvero AC 
FII, o finalmente BC, GII. 

Infatti, essendo simili i due triangoli sarà 1’ angolo A=F : ma 
quando due triangoli hanno un angolo eguale ad un angolo stanno' 
fra loro in ragion composta delle ragioai de’ lati che comprendono 
gli angoli eguali (n° 275 ), dunque sarà il triangolo ABC al trian* 
golo FGIÌ in ragion composta della ragione di AH : FG, e di AC : 
FU, ovvero ( n° *233 ) in ragion dupl cata di AB : FG, perchè in 
virtù della sitniglianza de’ triangoli la r.ig'one di AB : FG è ugna- 
le a quella di AC : FH. Ma la ragion duplicata di AB : FG è la 
stessa che quella de’ quadrati ; per conseguenza sarà il triangolo 
ABC al triangolo FtìtI co ne il quadrato di AB al quadrato di FG. 
Il che bisognava dimostrare. 

Proprietà del triangolo rettangolo. 

PROPOSIZIONE LXIXVII — TEOREMA. 

304. Nel triangolo rettavgo'o ABC se dal vertice A dell'angiolo 
retto si abbassi la perpendicolare AD sopra I ipotenusa, i trian 
coli A1)B, ADC saranno simili fra loro, ed a tutto il triangolo 
ABC (fig. 61 ). 

Dim. Infitti, i due triangoli ABD e ABC sono rettangoli ambi- 
due, ed hanno l’angolo B comune, dunque sarà il terzo angolo 
BAD del primo eguale al terzo àngolo C del secondo; e perciò il 
triangolo AB!) è simile al triangolo ABC ■ Parimente i due trian- 
goli ADC, ed ABC sono ambidue rettangoli, ed hanno l’angolo C 
comune, dunque sarà l'angolo DAC del primo eguale all’angolo B 
del secondo; e per conseguenza il triangolo ACDk simile al trian- 
golo ABC. Quindi i due triangoli ABD, e ADC essendo equian- 
goli al triangolo ABC saranno simili f ra loro ed al triangolo ABC- 
Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE Li mili — TEOREMA. 

305 Nel triangolo rettangolo ABC la perpendicolare abbassata 
dal vertice dell'angolo retto sopra l ipotenusa è media proporzio- 
nale fra t due segmenti della medesima ipotenusa, e ciascun cate- 
to è medio proporzionale jra l ipotenusa, ed il segmento adiacente 
al cateto medesimo ( fig. 64 ). 

Dim. I. Essendo simili i due triangoli ABD, ADC, i lati omo- 
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loghi saranno proporzionali, ma questi sono opposti ai lati eguali 
( n" aO'i ), dunque il lato BD che nel primo triangolo è opposto 
all'angolo BAD avrà per omologo il lato AD eh» nel secondo trian- 
golo è opposto all’angolo C^BAD. Similmente si dimostra che il 
lato Al) del primo triangolo ha per omologo il lato DC del secon- 
do; e per conseguenza si avrà la proporzione coutinua. 

BD : AD : : AD : DC , 

la quale fa vedere che la perpendicolare AD è media proporziona- 
le fra i due segmenti dell’ ipotenusa. 

II. Se ora si paragona ciascun triangolo parziale ABD, ADC 
al totale ABC, e si tenga presente come sopra che i lati omologhi 
sono opposti agli augoli eguali, si avranno le due proporzioni con- 
tinue. 

BC : AB ; ; AB : BD, e BC : AC \ \ AC: DC, vale a dire che 
ciascun cateto è medio proporzionale fra ('ipotcnusa ed il segmen- 
to adiacente al cateto medesimo. 11 che bisognava dimostrare. 

proposizione lxxxix — teorema. 

30G. Nel triangolo rettangolo BAC « quadrali de' cateti stanno 
come i seguenti adiacenti dell' ipotenusa, ed il quadrato delC ipo- 
tenusa sta al quadralo di un cateto come 1 ipotenusa al segmento 
adiacente al cateto medesimo ( lig. 64 ). 

Dim. I. F.ssendo il cateto AB medio proporzionale fra l’ ipote- 
nusa BC, ed il segmento BD ( n° 305 ), sarà il quadrato di AB 
eguale al rettangolo di BC in BD. Similmente si dimostra che il 
quadrato di aC è uguale al rettangolo di BC in DC, dunque i due 
quadrali stanno come i due rettangoli, i quali avendo- la stessa base 
hC stanno come le altezze BD, DC (n° 259 ) ; e per conseguenza 
sarà. 

AÌi : AC' : : BD : DC. 

11. In secondo luogo essendo BC : AB ; ; AB : BD, sarà (n° 24 I ) 
BC a BD come il quadrato di BC al quadralo di AB ; 

e cosi pure essendo BC : AC \ \ AC : DC, sarà BC a DC come 
il quadrato di BC al quadrato di AC. Il che bisognava dimostrare. 

rnorosiziONE ex — teorema. 

307. Nel triangolo rettangolo BAC il quadrato di un cateto sta 
al quadrato della perpendicolare AD come l ipotcnusa al segmen- 
to adiacente all'altro cateto ( fig. 64 ). 

Dim. Infatti, il quadrato di AB è uguale al rettangolo di ZfCin 
BD, ed il quadrato di AD al rettangolo di BD in DC (n° 305); e 
perciò i due quadrati stanno come i due rettangoli. Ma questi 
stanno fra loro cóme le basi BC, DC , perchè hanno la stessa al- 
tezza BD , dunque 

10 
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AB : AD : : BC : DC. 

Il che bisngnnva-dimostrare. 

PI OVoSIZTONE XCI TBOnBMÀ. 

30'. Il quadrato fallo su la ipotenusa di un triangolo rettan- 
golo BAC è uguale olla somma de' quadrati fatti sopra i cateti 

! fig- 64 -)- 

Dith. Perocché, abbassando dal vertice A dell’ angolo retto la 
perpendicolare AD su l ipotenusa, risulteranno i tre triangoli ret- 
tangoli ABC , ABD , ADC , i quali essendo simili stanno fra loro 
come i quadrati de lati omologhi ovvero come i quadrati de lati 
BC, AB, AC , che sono le ipotenuse deViangoli accennati. Ma il 
triangolo ABC è uguale alla somma dei due triangoli ABD , ADC, 
dunque fn° 2 i9) ancora il quadrato di BC sarà eguale alla somma 
dei quadrati di AB, e di A C. il che bisognava dimostrare. 

Altra dimostrazione. 

Sopra i lati BC, AB, AC (fig. 65) del triangolo rettangolo ABC 
si descrivano i quadrati BE, BG, CH\ indi dal punto A si abbassi 
la perpendicolare AM sul lato LE, e lina'mente si tirino le diago- 
nali AL, FC. 

I due triangoli ABL, FBC sono eguali, perchè AB—BF come 
lati di un medesimo quadrato, B/.=BC per la stessa ragione , e 
l'angolo 4BL formato dall’angolo retto CBL e dall acuto ABC a 
uguale all’angolo FBC formato dall’angolo retto FBA e dallo ste-so 
angolo acuto ABC. Ma il triangolo ABL è metà del rettangolo BM , 
perchè hanno la stessa base BL, e la stessa altezza AD, essendo 
compresi fra le stesse parallele BL, ed AM-, e parimente il trian- 
golo FBC è metà del quadrato BG, perchè hanno la stessa base 
BF, e la stessa altezza BA, essendo compresi fra le stesse parallele 

BF. e CG : dunque sarà il rettangolo BM equivalente al quadrato 

BG. Similmente si dimostra che il rettangolo MC è equivalente al 
quadrato C/I ; e per conseguenza il quadralo di BC che è la som- 
ma de’ due rettangoli accenna i BM c M C, sarà eguale alla somma 
de’ quadrati di AB, e di aC. Il che bisognava dimostrare {*). 

La reciproca di questa proposizione si dimostra facilmente. 

Nel triangolo ABC (fig. 55) sia il quadrato di AB eguale alla 
somma de quadrati di AC e BC'. dico ei e I angolo ACB è retto. 



(•) Pitagcra fu primo a dimostrare questa proposizione, la quale pere è 
è conosciuta col nome di leortma pittagorico. La prima dimostrazione ri- 
portate net lo to generale, pereto 1 , come vedremo in appresso, si applica 
a tutt’i poi goni cimili descritti sopra i tre lati del triangolo rettangolo, ed 
anche ai cerchi che avessero per diametri i medesimi lati. 
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Dal punto A s'innalzi sopra AC la perpendicolare AG=BC, e si 
tiri la retta CG. Il quadralo di CG è uguale alla somma de' qua- 
drati di AC ed AG , ovvero di AC e BC, per conseguenza risulta 
AB—CG. Quindi sono eguali i due Iriaugoli ABC , GAC\ e però 
sarà l'angolo ACB eguale all’angolo retto CslC- 

Ve poligoni simili. 

309. Applicando ai poligoni in generale In nozione della simili- 
tudine de' triangoli risulta la seguente' 

Definizione. Due poligoni si dicono simili, quando hanno gli an- 
goli eguali ciascuno a ciascuno , ed i lati omologhi proporzionali. 

310. Me’ triangoli simili l’eguaglianza degli angoli è una con- 
seguenza della proporzionalità de’ lati, e viceversa, per cui una di 
queste condizioni è sufficiente a stabilire la similitudine de' trian- 
goli. Un tale legame cessa di esistere ne’ poligoni simili d un mag- 
gior numero di lati, dappoiché in queste figure si può alterare la 
proporzionalità de’ Iati senza cangiare gli angoli, o pure si possono 
alterare gli angoli senza mutare i Iati. Per esempio, se nel quadri- 
latero ABC D ( lig. 39 1 si tiri una retta EF parallela al lato BC , 
l’angolo AEF sarà eguale all’angolo B , e l'angolo DFE al l’angolo 
C ; per conseguenza il quadrilatero ADF E sarà equiangolo al qua- 
drilatero ABCD, ma la proporzione de’ lati è differente Similmen- 
te senza alterare i quattro lati AB, BC, CD, DA si possono altera- 
re gli angoli, con avvicinare o allontanare il punto B dal punto D 
ed il punto A dal punto C Da queste considerazioni risulta che per 
dimostrare la similitudine di due poligoni si deve provare che han- 
no gli angoli eguali ciascuno a ciascuno, ed i lati omologhi propor- 
zionali. 

PROPOSIZIONE XCll TEOREMA. 

SII. Due poligoni simili possono dividersi nello stesso numero 
di triangoli simili rispettivamente, e similmente situati ( fig. 66 ). 

Dim. Sieno i due poligoni simili ABCDE, FGHLO. Dai vertici 
A, F di due angoli omologhi si conducano le diagonali AC, AD , 
FU, FL 

Per la simiglianza de" poi goni è l'angolo B=G, ed i Iati AB, 
BC sono propcrzionali ai lati FG, GB-, per conseguenza fn° 297 ) 
il triangolo ABC è simile al triangolo FGB,màe sarà l'angolo BCA 
eguale all’angolo GHF. Parimente per i poligoni simili y l’ angolo 
BCD è uguale all angolo GHL ; se dunque si tolga dal primo 1 an- 
golo BCA e dal secondo il suo eguale GHF, resterà l’angolo ACD 
eguale all'angolo FBL. Or essendo simili i triangoli ABC, FGB, 
la ragione di BC a GB è uguale alla ragione di AC a FB ; ma 
per la simiglianza de poligoni la ragione di BC a GB è uguale a 
quella di CD ad B L, dunque sara la ragione di AC a FB eguale 
a quella di CD a LB; e per conseguenza i triangoli ACD , FBL 
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sono simili. Nello stesso modo si dimostrerà che il triàngolo ADE 
è simile al triangolo FLO , e così in progresso se ri fossero altri 
triangoli. Dunque i poligoni simili si possono decomporre nello 
stesso numero di triangoli simili rispettivamente e similmente di- 
sposti. 11 che bisognava dimostrare. 

PH0P0SIZ1ONE XCIII TEOREMA. 

312. Due poligoni sono simili, allorché sono divisi nello s les- 
so numero di irianaoli simili rispettivamente, e similmente situati 
(fig. 66). 

Dini. Sieno i due poligoni ABCDE, FGHLO; ne’ quali si sup- 
pone il triangolo ABC simile al triangolo FGH, il triangolo ACD 
simile al triangolo FHL, ed il triangolo ADE simile al triangolo 
FLO. Dico che i due poligoni sono simili. 

Essendo per ipotesi il triangolo ABC simile al triangolo FGH , 
sarà l’angolo B=G, e l’angolo BCA eguale all’angolo GHF. Pa- 
rimente essendo il triangolo ACD simile al triangolo FHL, sarà 
1’ angolo ACD eguale all angolo FHL. Quindi tutto l’angolo BCD 
sarà eguale a tutto l’angolo GHL ; e così pure si dimostrerà che 
l’angolo D=sL. l'angolo E—0 , e 1 angolo A=zF. Dunque i due 
poligoni sono equiangoli ; rimane a dimostrare che i lati omologhi 
sono proporzionali. 

Or essendo simili i triangoli ABC, FGH, si ha BC : GB ; ACi 
FU. Ma per la simiglianza de’ triangolile/?, FHL si ha AC: FH\ 
CD : IfL , dunque la ragione di AC a FH è uguale tanto alla ra- 
gione di BC a GB, quanto a quella di CD ad HL ; e per conse- 
guenza si avrà BC : GH : : CD : HL. Nello stesso modo si dimo- 
stra che i rimanenti lati omologhi son proporzionali, dunque i po- 
ligoni proposù souo simili. Il che bisognava dimostrare. 

FnoPOsiztoME xctv — teorema. 

3)3. I poligoni simili stanno fra loro come i quadrati de' lati 
omologhi (Cg 66). 

Dim. Sieno i due poligoni simili ABCDE, FGHLO . Dai vertici 
A, F di due angoli omologhi si conducano le diagonali AC, AD, 
FH. FL 

I due triangoli ABC. FGH essendo simili (n° 31 1 ) stanno fra 
loro come il quadrato di AC al quadrato di FH (n° 303 ). Per la 
stessa ragione il triangolo ACD sta al triangolo FHL come lo stes- 
so quadrato di AC al quadrato di FH ; per conseguenza sarà il 
triangolo ABC al triangolo FGH come il triangolo AC A al trian- 
golo FHL. Nello stesso modo si dimostra che il triangolo ACD sta 
al triangolo FHL come il triangolo ADE al triangolo FLO. 

Ma quando si hanno più ragioni eguali, la somma degli antece- 
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(lenii sta a quella de' conseguenti come un antecedente qualunque 
al suo conscguente (n° 231 ), dunque la somma de’ triangoli ABC , 
ACD. ADE, cioè il poligono ABCDE sta alla somma de’ triangoli 
FGH , FHL. FLO, cioè al poligono FGULO, come il triangolo 
ABC al triangolo FGII , ovvero come il quadrato di AB al qua- 
drato di FG, 11 che insognava dimostrare. 

3 1 4" Corollario. Apparisce da questa proposizione, e da quella 
dimostrata (n° 308) che 

La figura descritta sull' ipotenusa di un triangolo rettangolo 
ABC (fig. 64) è uguale alla somma delle figure simili e similmente 
descritte sopra i cateti . 

PROPOSIZIONE xcv — teorema. 

3 15. 1 perimetri de' poligoni simili stanno fra loro come i loti 
omologhi (fig. 66). 

Dim. Siano i due poligoni simili ABCDE, FGULO Dico che i 
loro perimetri stanno come i lati omologhi AB. FG, ovvero come 
BC, GH , ecc. Infatti, in virtù della loro similitudine si ha 
AB : FG : : BC : GH \ \ CD : IIL, ecc... ; 

e per conseguenza ( n° 231 ) la somma di tutti gli antecedenti 
AB, BC, CD, ecc., ossia il perimetro della prima figura sta alla 
somma di tult’i conseguenti FG, GH, IIL ecc., ovvero, al peri- 
metro della seconda figura, come uno degli antecedenti AB al suo 
conseguente FG. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE XCVI — - TEOREMA. 

316. 7 poligoni regolari d’un medesimo numero di lati sono si- 
mili (fig. 66). 

Dim. Siano i due poligoni regolari ABCDE, FGHLOA un me- 
desimo numero di lati; dico che sono simili. Infatti, siccome il va- 
lore di un angolo di questi poligoni dipende dal numero de’ lati 
( n° 139), che è lo stesso in ambidue, gli angoli di detti poligoni 
saranno eguali. Ma da un’altra parte i Iati sono proporzionali, per- 
chè eguali fra loro in ciascuno poligono ; dunque i poligoni pro- 
posti sono equiangoli ed hanno i lati omologhi proporzionali, e 
perciò sono simili. 11 che bisognava dimostrare. 

317. Corollario. Si deduce da questa proposizione che 

1 perimetri de poligoni regolari d’un medesimo numero di lati 
stanno come un lato dell uno ad un lato dell altro , e le loro aje 
come i quadrati degli stessi lati. 
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CAPITOLO IV. 

BEI QUADRATI E DEI RETTANGOLI FORMATI SULLE LINEE RETTE. 

318. Partendo dalla misura del rettangolo e dai teoremi intor- 
no ai rapporti delle superficie, che abbiamo ricavati come conse- 
guenze immediate di i|uella misura, si potrebbero dimostrare sen- 
za figure i teoremi relativi ai quadrati ed ai rettangoli delle linee 
variamente divise. Ma siccome converrebbe ricorrere alle regole 
della moltiplicazione algebrica, così per non uscire dalla pura geo- 
metria esporremo i teoremi accennali con ligure e cosi, uzioni geo- 
metriche. 

Dei quadrati e dei rettangoli delle linee variamente divise. 

J IMPOSIZIONE XCVIl TEOREMA. 

319. Se una i ella AC è la somma delle linee AB, BC, il qua- 
dralo di AC è uguale a I quadralo di AB, più il quadrato di BC, 
più il doppio del rettangolo compreso Jra AB e BC (fig. 67). 

Dim. Si costruisca sopra AC il quadrato ACDE-, si prenda .41'=. 
AB, indi si conduca FG parallela ad AC, e BH parallela ad A E 

Con questa costruzione il quadrato AIDE resta diviso in quat- 
tro parti. La prima AB1F è il quadrato fallo sopra AB , poiché 
AF=AB. La seconda 1GDU, è il quadrato fatto sopra BC ; pe- 
rocché essendo AC— AG , ed AB=AF, sarò liC, deferenza delle 
linee AC, AB, eguale ad FG differenza delle linee AG AF; ma 
in virtù delle parallele si ha BC=.IG\ EF=IU , ed è poi retto 
l’angolo 111G, perchè eguale all’ angolo FlB ; dunque la figura 
JGL)H è il quadrato di BC. Inoltre, la terza parte BCGI esprime 
il rettangolo di AB in BC, perchè AB—BI e l'ultima parte EFIH 
è pure eguale allo stesso rettangolo di AB in BC , perchè T7— 
AB, ed EF=BC. Dunque il quadrato di AC di compone dei qua- 
drati di AB e di BC, e del doppio rettangolo di AB in BC-, ed è 
perciò eguale alla somma di tutte quelle figure, il che bisognava 
dimostrare 

320. Scolio E facile vedere che questa proposizione potrebbe 
enunciarsi così: 

Se una retta è divisa in due parti, il quadralo di tutta la linea 
è tCguale ai quadrati delle parti, ed al doppio del rei .angolo con- 
tenuto da esse parti. 

Giova anche osservare che il quadralo della retta AC divisa in 
due parti AB, BC è uguale alla somma de’ rettangoli ABHE , 
BCDII contenuti da tutta la linea e da ciascuna delle parti. 

321 . Corollario. È manifesto che se le rette AB,BC sono egua- 
li, i rettangoli FU, BC, si cambiano in quadrati, onde il quadrato 
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di AC sarà eguale al quadruplo del quadralo di AB, o di BC. Dun- 
que k se una reità è divisa in due parli eguali, il quadralo dell’in- 
it.lcrn retta sarà eguale al quadruplo del quadrato della metà ». 

PROPOSI ZI0IVJ2 XCVIII TEOREMA. 

322. Il quadrato ACIF della linea retta AC . differenza delle 
due linee AB, e BC, è uguale al quadrato di A B più il quadrato 
di BC; meno il do/ipio rettangolo di AB in BC (fig. 68). 

Dim Sopra AB si descriva il quadrato ABDE. si prenda Àf'~— 
AC, e si conduca CH parallela a BD, c FG parallela ad AB ; final- 
mente si costruisca sopra EF il quadralo EFIiL. e le rette KF , 
FI saranno in linea retta, per essere tu Iti gli angoli in F celli. 

Il rettangolo CBDII e uguale al rettangolo di AB in BC, poiché 
BD=AB. Parimente il rettangolo KI/ILè uguale al rettangolo di 
AB in BC, poiché KI=IiF-\-FI=BC-trAC—AB, ed JH=BC- 
dunque i due rettangoli CBDII, KIJIL sono eguali al doppio ret- 
tangolo di AB in BC. Ora se da tutta la figura ABDLKF, com- 
posta dei quadrali di AB, e di BC, si tolgano i due rettangoli ac- 
cennati, resterà il quadrato di AC, dunque questo quadralo è ugua- 
le alla somma dei quadrati di AB, e di BC, meno il doppio rettan- 
golo di AB, in BC. il che bisognala dimostrare. 

323. Scolio. Questa proposizione potrebbe enunciarsi ancora 
nel seguente modo: 

Se una retta è divisa in due parti, i quadrati di tutta la linea 
e di una sua parie sono optali al doppio del rettangolo di tutta 
la linea nella stessa patte col quadrato della rimanente parte. 

PROPOSIZIONE XCIX TEOREMA. 

324. Il rettangolo compreso dalla somma e dalla differenza di 
due rette è uguale oda differenza dei quadrati delle stesse rette 
(fig. 70). 

Dim. Siano AB, BC le due rette date Si faccia sopra AB il qua- 
drato ABIF si prenda AE=*AC si conduca CG parallela ad AF; 
ed Eh parallela ad AB ; poi sul prolungamelo di questa retta si 
prenda BK=BC ; e finalmente dal punto K si tiri KB parallela a 
Bl che incontrerà EL nel punto L. 11 rettangolo AKLE avrà per 
base AK, cioè la somma delle due. rette date All, BC, e per altez- 
za AE, ovvero la differenza delle stesse rette, perchè AE=AC. 
Ciò premesso, d co che il rettangolo AELK è uguale al quadrai» 
di AB meno il quadrato di BC. 

Imperocché, il rettangolo dELK r composto dei due rettangoli 
AB li E, e BULK-, ma il rettangolo BULK è uguale al rettangolo 
CDUB, perchè hanno le basi eguali BK. BC, e la stessa altezza 
BH ( n° 259 ) ; ed è poi il rettangolo CDIIB eguale al rettangolo 
EDGF ( n° 3 1 9 ), dunque il rettangolo AELK è uguale alla som- 
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ma de’ due rettangoli ABHE ed EDFF. Or questi due rettangoli 
formano tutto il quadrato ABIF meno il quadrato DHIG , cioè 
formano il quadrato di AB meno il quadrato di BC ; per conse- 
guenza il rettangolo AELK è uguale al quadrato di AB meno il 
quadrato di BC. Il che bisognava dimostrare. 

225. Scolio. Se sul prolungamento di AC (fìg. 71) si' fosse pre- 
sa BK=AB, cioè alla maggiore delle due rette date, il teorema 
•avrebbe potuto ancora dimostrarsi. Infatti il rettangolo DCHL ha 
ha per base CK. somma delle due rette date AB, BC, e per altezza 
CD, differenza delle tette medesime, perchè CD=AC. Or essendo 
il rettangolo CH eguale al rettangolo DF (n° 319), sarà il rettan- 
golo DCKL eguale alla somma de’ due rettangoli EABH , EDGF, 
ovvero alla differenza de’ quadrati delle rette AB, BC (*). 

326 Definizione. Per proiezione di una retta terminala AC so- * 
pra una retta indefinita LE ( lig. Gò ), s’intende la retta ME com- 
presa fra i piedi delle perpendicolari abbassate dalle due estremità 
A, e C sulla linea LE. Quindi la proiezione di AC sopra BC sarà 
la retta DC. 

Dei quadrati falli sopra i lati dei triangoli obliquangoli. 

PltOrOMZIONE C — TEOREMA. 

327. In un triangolo ottusangolo ABC il quadrato' del lato AB 
opposto all'angolo ottuso ACB è uguale alla somma dei quadrali 
degli altri due luti AC; CI3, il doppio del rettangolo compreso 
fra uno di essi CB e la retta CD interposta fra il vertice dell'an- 
golo ottuso, e la perpendicolare AD (lig. 72^. 

Dim Nel triangolo rettangolo ABD il quadrato di AB è uguale 
al quadrato di AD, più il quadrato di DB (n° 308); ma la retta DB 
è uguale alla somma delle due rette DC, CB, e per ciò il quadrato 
di DB è uguale al quadrato di DC . più il quadrato di CB , più il 
doppio rettangolo di CB in Cl) ( u° 319); dunque il quadrato di 
AB à uguale ai quadrali di AD. di DC, di CB, ed al doppio rettan- 
golo di BC in CD ; ma la somma de’ quadrati di AD. e di CD è 
uguale al quadralo di AC ( n° 103), dunque il quadralo di AB equi- 
\ale ai quadrati di AC, e di BC insieme col doppio rettangolo di 
CB in CD. 11 che bisognava dimostrare. 



(*) Questa proposizione si trova negli Elementi di Euclide divisa in due 
proposizioni differenti nel modo seguente. 

i." » Se alla retta C/C divisa per mezzo in B, si agg : unga per diritto la 

> retta Cd , il rettangolo di tutta la composta AK nell’ aggiunta AC col 
t quadrato del'a metà BC eguaglia il quadrato della retta AB composta 

> de’ la metà e dell’aggiunta (lig. 70). 

a." » Se la retta JK è divisa in due parti eguali in B , ed in due parti 

> disuguali in C, il rettangolo delle parti disuguali AC, CK col quadrato 

> del segmento intermedio Ci? eguaglia il quadrato della metà della retta 
» AB (Bg- 7')- 
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328. Scolio Queslo teorema potrebbe enunciarsi in lai modo; 

Nel triangolo ottusangolo il quadrato del lato opposto all’ an- 
golo ottuso è uguale alla somma de' quadrati degli altri due lati , 
piti il doppio rettangolo contenuto da uno di questi lati e dalla 
proiezione dell'altro sul lato accennato. 

PROPOSIZIONE CI — TEOREMA. 

329. In un triangolo ABC il quadralo del lato AB opposto ad 
un angolo acuto ACB è uguale alla somma dei quadrati degli al- 
tri due lati AC, CB. meno il doppio rettangolo compreso fra uno 
di essi BC. e la retta CD interposta fra il vertice dell'angolo acu- 
to, e la perpendicolare AD (fig. 73). 

Dim. La perpendicolare AD può cadere dentro, o fuori del trian- 
golo ABC. 

1. Nel triangolo rettangolo ABD il quadralo di AB è uguale al 
quadrato della perpendicolare AD, più il quadrato della retta BD. 
eh’ è la differenza delle due BC, CD : per conseguenza sarà il qua- 
drato di AB eguale al quadrato di AD, più il quadrato di BC, più 
il quadrato di DC, meno il doppio rettangolo di BC in CD(n° 322). 
Ma i quadrati di AD, e di Capresi insieme equivalgono al quadra- 
to di AC ( 308) , dunque il quadrato di AB è uguale alla som- 
ma dei quadrati di AC, e di CB, meno il doppio rettangolo di BC 
in CD. 

2. Se la perpendicolare AD cadesse sul prolungamento di CB 
fuori del triangolo ABC. avrebbe luogo la medesima dimostrazio- 
ne; solamante la linea BD sarebbe la differenza delle linee CD, CB, 
mentre nel caso precedente era la differenza delle line CB, CD. 11 
bisognava dimostrare. 

330. Scolio. Questo teorema potrebbe enunciarsi in tal modo : 

Il quadrello del lato opposto ad un angolo acuto di un trian- 
golo è uguale alla somma de quadrati degli altri due lati meno il 
doppio rettangolo contenuto da uno di questi due lati e dalla 
proiezione dell'altro sul lato accennato. 

PROPOSIZIONE CII — TEOREMA. 

331. In un triangolo qualunque ABC, se si divida la base BC 
per metà, e si congiunga il punto di mezzo E col vertice A del- 
l'angolo opposto, la somma dei quadrati degli altri due lati AB , 
AC è uguale a due volte il quadrato della congiungente AE, piti 
due volte il quadrato della semibase BE (Bg. 74). 

Dim Si abbassi sulla base BC la perpendicolare AD. 

Nel triangolo ottusangolo ABE il quadrato di AB è uguale alla 
somma dei quadrati di AE , e di EB , più il doppio rettangolo di 
BE in ED. Al contrario nel triangolo acutangolo AEC, il quadra- 
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10 di AC è uguale alla somma dei quadrati di AE. e di EC, meno 

11 doppio rettangolo di EC in ED. Ma il quadralo di EC è uguale 
al quadrato di Eli. ed il doppio rettangolo di BE in ED e lo stesso 
che il doppio rettangolo di EC in ED, dunque la somma dei qua- 
drali di AB e di AC equivale al doppio del quadrato di AE piu il 
doppio del quadralo di BE, poiché il doppio rettangolo aggiunto è 
sottratto si annulla. 11 che bisognava dimostrare. 

332. Scolio. Nella lìg. 74 si è supposto che la perpendicolare AD 
cada dentro del triangolo ABC; ma è manifesto che se cadesse fuo- 
ri come nella Cg. 75, il teorema avrebbe anche luogo (*). 

PROPOSIZIONE CIII TEOREMJ. 

333. In ogni parallelogrammo ABCD la somma dei quadrali 
dei quattro lati equivale alla somma dei quadrati delle due dia- 
gonali ( fig. 45 ). 

Dim. Imperocché tirando le diagonali AC, BD, esse si taglieran- 
no scambievolmente in parti eguali nel punto 0 ( n° 162); per con- 
seguenza nel triangolo ABC la somma dei quadrali dei lati AB, BC 
sarà ( n° 330 ) eguale a due volte il quadrato di BO, più due volte 
il quadrato di AO. Parimente nel triangolo ADC la somma dei qua- 
drati dei lati CD, DA, è uguale a due volte il quadrato di OD, ov- 
vero di OB, più due volte il quadrato di AO Laonde la somma dei 
quadrati dei quattro lati AB, BC, CD, AD sarà eguale a quattro 
volte il quadrato di BO, più quattro volte il quadrato di AO. Ma il 
quadruplo del quadrato di BO è uguale al quadrato di BD (n° 32 1 ), 



(*) Se in vece de’ quadrati delle rette AB, AC, AE, ehe sono ipotenuse 
de' tre triangoli rettangoli ABD , ADC. ADE, si mettano i quadrati de’ca- 
teti corrispondenti, il teorema qui sopra dimostrato darà 

~BD-± ~DC % = 2 BÈ'- 1- 2 ED' 

vale a dire. 

ì Se la base di nn triangolo si divida in due parti eguali , e si con- 
» giunga il punto di mezzo col vertice dell’angolo opposto alla base, la 
» somma dei quadrati delle proiezioni degli altri due lati sulla base é uguale 
i al doppio quadrato della semibase, più il doppio quadrato della proiezio- 
s ne della congiungente sulla base medesima. 

Qeesto teorema trovasi negli Elemenli di Euclide diviso in due proposi- 
zioni distinte nel modo seguente : 

i° > Se una retta BC ( fig. 74 ) è divisa in parti eguali nel punto E, ed 
1 in parti disuguali nel punto 1) , i quadrati delle parti disuguali BD, DC 
1 sono il doppio del quadrato della metà BE, e del quadrato del segmento 
> intermedio ED. 

a°. > So alla retta BG (fig. 75) divisa per mezzo in E: si aggiunga per 
A diritto un’altra retta CD, i quadrati della composta BV, e dell’aggiunta 
s CD sono il doppio del quadrato della metà BE, e della ED composta 
j> della metà e dell'aggiunta. 
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ed .1 quadruplo del quadralo di AO è uguale al quadralo di AC- 
dunque la somma dei quadrati dei lati del parallelogrammo ABCD 

dimos a tiare. aSOmma ^ (I " adl ’ alÌ de ' ,e d,a 8 onali - che bisognar a 
CAPITOLO V. 

applicazione de' phincipj contenuti ne’ due cApirotr 
precedenti alla risoluzione di alcuni problemi. 

fBOPOSlZIOKB CIV — PROBLEMA 

„ SÌ D / V,dere vn ? Unca r M a '"un dato numero di parli eguali 
° in parli proporzionali a più rette date ( fig. 58 ). y 

mero di S ,!ar? “ P rirao Iqo S° Ia tet,a un dato nu- 

mero di parti eguali per esempio, in tre parti. Dal punto A si cou- 

fnsolo m,7" a lndef,n ! la AU ' la <I uale Caccia colla^etla data un 
A'y ir}' a U , n ' l '! fì ’ . lndl S0 P ra AA Sl prendano tre parti eguali AE 
• è ad ar,)ltn< >» S1 congiuuga il punto B col punto G e si 
lu.no m fine J e rette FD, EC parallele a BG. La retta AB sera 
divisa nelle tre parti eguali AC, CD, DB 

In ratti le parallele CE, DF, BG dividono le rette AB AG in 
par ' I JFO P or zionali ( n° 289 ); e perciò essendo eguali fra loro per 
' uzione le rette AE, EF , FG, ancora le rette AC CD, AB 
devono essere eguali fra loro. ’ ’ 

allro a rÌhfd TO , nd0 ^ <,a d . ÌVÌder9Ì ÀB in P ai ti proporzionali ad 
F " 1P '° V? lre P al tÌ ' Si prenderanno sopra Alt 
■ nd ’ 1 ^ eguali rispettivamente alle tre rette date 

'" ' S1 dimostrerà come sopra che la retta AB sarà divisa in tré 
parti proporzionai, alle rette date. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE CV TEOREMA. 

335. Trovare la quarta proporzionale a tre rette date (fig. ~6)-. 

Sol. Si tirino due rette indefinite, che facciano un angolo nua 
»r? U i? 5* prenda AB eguale alla prima delle tre rette date 
BE alla seconda, AD alla terza ; indi si congiunga il punto B col 
punto D, e dal punto E si conduca EC parallela a BD : sarà DC 
la quaru proporzionale richiesta. Infatti (n°'286) nel triangolo AEC 
essendo BD parallela a EC, si avrà AB : BE ; ; AD r AC 11 che 
bisognava fare. 

326. Scolio. La terza proporzionale a due rette date si trova 
colla stessa costruzione, cioè prendendo AB eguale alla prima delle 
( ne rette date BE alla seconda, cd AD eguale pure alla seconda. 

L manileslo che DC saia la terza proporzionale richiesta. 
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PROPOSIZIONE CTI — PROBLEMA. 

336- Trovare una mediaproporzionale fra due rette date (fig. 77). 

Sol. Sopra una medesima retta si prendano le parti AB , BC u- 
guali rispettivamente alle due rette date, indi si divida AC in due 
parti eguali nel punto 0, e fatto centro in questo punto si descriva 
col raggio OA una mezza circonferenza. Finalmente s’innalzi sul 
diametro AC la perpendicolare BD, e si prolunghi finché incontri 
la circonferenza in D : sarà BD la media proporzionale richiesta. 

Infatti, si tiriuo le corde DA, DC, ed il raggio DO. Essendo 
DO— OC, e D 0=^0 A come raggi, saranno isosceli i due triangoli 
DOC,e DOA: e per conseguenza fn 0 103) sarà l'angolo ODC=OCD, 
e l’angolo ODA—OAD. Or questi quattro angoli presi insieme e- 
quivalgono a due angoli retti , perchè forthano i tre angoli del 
triangolo ADC, dunque l’angolo ADC formato dagli angoli A DO, 
e CDO dev’essere eguale ad un angolo retto. Quindi il triangolo 
ADC è rettangolo; e perciò la perpendicolare DB è media propor- 
zionale tra le due rette AB, BC ( n” 305 ). Il che bisognava fare. 

338. Scolio. L’angolo ADC nel semicerchio essendo retto, ed 
il triangolo DAC rettangolo ; tutte le proprietà dimostrate (n° 304 ) 
rispetto al triangolo rettangolo si applicheranno al triangolo DAC 
con un semplice cangiamento di nomi, vale a dire, 

1 .° La perpendicolare DB abbassata da un punto della circon - 
ferenza sul diametro è media proporzionale fra i due segmenti 
AB, BC del diametro medesimo. 

2<° La corda DA, o DC. è media proporzionale fra il diametro 
ed il segmento adiacente alla Sorda medesima. 

.3 “ / quadrali delle corde DA, DC stanno fra loro come i seg- 
menti adiacenti AB, BC del diametro. 

4. ° Il quadrato di una corda DA sta al quadrato della perpen- 

dicolare DB come il diametro al segmento adiacente all altra cor- 
da DC. . 

5. ° Il quadrato del diametro sta al quadrato di una corda DA, 
o DC come lo stesso diametro al segmento adiacente alla corda 
medesima. 

6. ° Il quadrato del diametro è uguale alla somma de' quadrati 
delle due corde DA, DC. 

PROPOSIZIONE CVII PROBLEMA. 

339. Sopra una retta data costruire un rettangolo equivalente 
ad un rettangolo dato f fig 49 ). 

Sol. Sia EF la retta data ed ABCD il rettangolo dato. Suppo- 
sto risoluto il problema sia EFGH il rettangolo richiesto. Or es- 
sendo equivalenti i due rettangoli dovranno aver le basi in ragio- 
ne reciproca delle altezze ; perciò si avrà la proporzione 
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EF : AB ; : AD : EH. 

Quindi se si trovi una quarta proporzionale EU in ordine alle tre 
rette date EF, AB, AD, s’ innalzi al punto E una perpendicolare 
eguale ad EH. e si compia il rettangolo EFGB, il problema pro- 
posto sarà risoluto. 

340. Scolio. È manifesto che con la costruzione precedente si 
può descrivere sopra una retta data un rettangolo equivalente ad 
un quadrato dato : in tal caso la retta EH sarà terza proporziona- 
le alle due rette EF, ed AB, che sarà il lato del quadrato. 



FROPOSIZIOHE CVIII PROBLEMA. 

341 . Costruire un quadrato equivalente ad un parallelogram- 
mo o ad un triangolo dato ( fig. 51 J. 

Sol. Sieno BC, ed AD la base e l’altezza del parallelogrammo 
o del triangolo. 

1. Si trovi una media proporzionale M fra la base BC e l’altez- 
za AD, sarà /l/il lato del quadrato equivaleente al parallelogrammo 
ABCE. Infatti dalla proporzione BC : M \ I M : AD si deduce 
( n° 209 ) che il prodotto di BC in AD è uguale al quadralo di M : 
ma quel prodotto è la misura del parallelogrammo, dunque il qua- 
drato fatto sopra M è equivalente al parallelogrammo medesimo. 

2. Si trovi una media proporzionale N fra la base BC e la metà 
dell’altezza AD, sarà N il lato del quadrato equivalente al trian- 

AD 

golo ABC. Perocché essendo BC : iV ; ; JV : —, sarà il prodotto 

della base BC per la metà dell’altezza AD, ossia (n° 268) l’aja del 
triangolo, eguale all'aja del quadrato. 11 che bisognava fare. 

342. Scolio. Poiché ogni poligono si può trasformare in un trian- 
golo equivalente (n° 283), ed ogni triangolo in un quadrato equi- 
valente, è manifesto che è sempre possibile di descrivere un quadra- 
to equivalente ad un poligono dato. In questa trasformazione con- 
siste la quadratura delle figure rettilinee. 

PROPOSIZIONE ClX — PROLBEMA. 

343. Costruire un quadrato equivalente alla somma o alla dif- 
ferenza di due quadrati ( fig. 78 ). 

Sol. Si tirino due rette indefinite che facciano tra loro l’angolo 
retto A, poi sopra queste rette si prendano le parti AC, AB rispet- 
tivamente eguali ai lati dei quadrati dati, e si congiunga il punto 
B col punto C : la retta BC sarà il lato del quadrato equivalente 
alla somma de’ quadrati dati ; poiché BC è l'ipolenusa del triango- 
lo rettangolo ABC, di cui i cateti sono AB, ed AC (n° 308). 

Dovendosi formare un quadrato equivalente alla differenza di 
due quadrati, si prenda ^Ceguale.al lato del quadrato orrore, in- 
di fatto centro in C c con un raggio CB pgualc al lato del quadrato 
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maggiore si descriva un arco che tagli la retla indefinita AB in un 
punto B : sarà AB il lato del quadrato richiesto. Infatti il quadrato 
del cateto AB è uguale al quadrato del ipotenusa BC meno il qua- 
drato dell’altro cateto AC (n°.308). Il che bisognava fare. 

344. Scolio. È manifesto che colla costruzione fatta più sopra 
si potrà costruire un quadrato eguale alla somma di quanti qua- 
drati si vorrà; dappoiché siccome a dite se ne può sostituire uno , 
così a tre se ne potranno sostituire due, e quindi un solo a tutti Tre. 
Nello stesso modo a quattro quadrati si potrà sostituire un solo, e 
così in progresso. 

PROPOSIZIONE CX PROBLEMA. 

345. Sopra una reità data descrivere un poligono simile ad 
un poligono dato (fig. 66). 

Sol. Sia ABCDE il poligono dato, ed OL la retta data , che si 
considera come lato omologo al lato ED. 

Si decomponga il poligono in triangoli per mezzo delle diago- 
nali AG, AD; indi si faccia l’angolo E LO eguale all’angolo ADE. 
e l’angolo FOL eguale all’angolo AED, le due rette LF , ed OF 
s’incontreranno, perchè la somma de’ due angoli accennati è mi- 
nore di due retti, e però si formerà il triangolo FOL, che sarà si- 
mile al triangolo AED ( n° 295 ). Colla stessa costruzione si de- 
scriverà sopra FL il triangolo FLH simile al triangolo, ACD , e 
sopra FH il triangolo FGH simile al triangolo ABC . E evidente 
che il poligono FGH LO sarà il poligono richiesto ( n° 3 1 '2 ). 11 
che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE CXI — PROBLEUJ . 

316. Essendo dati due poligoni simili, costruire un altro poli- 
gono simile ai due primi , e che sia eguale alla loro somma , o 
alla loro differenza (fig. 80). 

Sol. Siano P, e Q i due poligoni dati. Supponendo il problema 
risoluto, e rappresentando con R il poligono richiesto , in virtù 
della similitudine de’tre poligoni si avrà (n° 313) 

R : P : Q : : Ho : Jfl : JV. 

Ma dev’essere il poligono R eguale alla somma, o alla differen- 
za de’due poligoni P, e Q, dunque in virtù della proporzione ac- 
cennala anche il quadrato GO dovrà esser eguale alla somma o 
alla differenza de’due quadrati HI, e KL (n° 229) (*). Quindi se si 



(*) La proposizione citata in questo numero 229 si trova dimostrata per . 
la somma, ma è manifesto che si applica anche alla differenza , facendo il 
dividendo in luogo del componendo. 
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descrìva un quadrato eguale alla somma, o alla differenza de’qua- 
drati dì due lati omologhi HI, KL de’poligoni dati P, Q , e sul la- 
to COde\ quadrato accennato si costruisca un poligono Esimile 
ad uno de'poligoni dati, il problema proposto sarà risoluto. 

pnoposizionE cxu — problema. 

3i7. Costruire un poligono simile al poligono P , ed equiva- 
lente al poligono Q (fig. 81). 

Sol. Sia R il poligono richiesto Dovendo essere simili i due poli- 
goni P, e lì staranno fra loro come i quadrati de'lati omologhi AB, 
CD ( u° 3 1 3 ); ma dev’esser Q, perciò si avrà la proporzione. 

P : Q:\Tli : CD. 

Quindi sarebbe conosciuto il lato CD del poligono richiesto R , 
se il rapporto de poligoni dati P, Q potesse esprimersi per mezzo 
dei loro lati, ma non polendo ciò farsi , perchè i poligoni accen- 
nati non sono simili, si trasformerà il poligono P in un quadrato 
equivalente, di cui M sia un lato (n° 34-2), ed il poligono Q pure 
in un quadrato equivalente, di cui A sia un lato, allora sarà 
P : Q : : : A*. 

Paragonando questa proporzione con la precedente risulterà 
M' : A* ; ; AB : CD. 

Ovvero (n° 238) IH : N II AB : CD. Dunque il problema pro- 
posto si riduce a trovare una quarta proporzionale CD in ordine 
alle tre rette iti, A, AB, ed a descrivere sopra CD omologa a BA 
un poligono R simile al poligono dato P, allora R sarà ancora e- 
quivalente a Q. Il che bisognava fare. 

PROPOSIZIONE culi PROBLEMA. 

348. Costruire un polìgono simile ad un polìgono dato , e che 
stia a questo poligono nella data ragione di 31 a N (fig. 80). 

Sol. Sia Q il poligono dato, e P il poligono richiesto. Per le 
condizioni del problema si avrà P : Q ” M : A. 

3Ia i poligoni simili stanno fra loro come i quadrati de’lati omo- 

ioghi; per conseguenza sarà P : Q HI : KL* ■ Paragonando 
questa proporzione con la precedente risulterà 

In -. Ti V :: iti : a. 

Quindi il problema proposto si riduce a descrivere un quadrato 
HI che stia al quadrato KL come AI : A . problema che risolve- 
remo nella proposizione seguente. Se dunque si descriva sopra il 
lato HI omologo a KL un poligono P simile al poligono dato Q , 
il problema proposto sarà risoluto. 
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TROPOSIZIONE CXIV —PROBLEMA. 

349. Costruire un quadrato che stia ad un quadrato dato nella 
data ragione di M a N (Gg. 79). 

Sol. Essendo nel semicerchio ADB i quadrati delle corde DA , 
DB come i segmenti AC. CB del diametro (n° à38), sarà facile ri- 
solvere il problema proposto. 

Si faccia AC=!U. e CB=N, indi sopra AB come diametro si de- 
scriva il semicerchio ABD\ al punto C s’ innalzi sul diametro la 
perpendicolare CD, e si tirino le corde DA, DB. È manifesto che 
se la corda DB fosse eguale al Iato Q del quadrato dato , 1’ altra 
corda DA sarebbe il lato del quadrato richiesto: nel caso contra- 
rio supponiamo DB^>Q, allora si prenderà DO=Q, e dal punto 
O si condurrà la retia OS parallela al diametro AB , si avrà la 

proporzione (n°287 ) DA : DB ; ; DS : DO ovvero DA : DB ; 

DS * : DO ■ Ma il quadrato di DA sta al quadrato di DB come M 

a N, dunque sarà DS : DO | ; Mi N , e però DS è il lato del 
quadrato richiesto. 

Finalmente se DB\^(J, si prenderà DE=Q, e la retta EF pa- 
rallela al diametro AB darà DF, che sarà il lato del quadrato cer- 
cato. 11 che bisognava fare. 

350. Scolio. È facile vedere che pqr trovare due quadrali, di 
cui il rapporto sia eguale a quello di due rette M, e N, basta pren- 
dere AC=M, CB=N, descrivere sopra AB il semicerchio ADB, 
innalzare sul diametro AB la perpendicolare CD, e tirare in Gne 
le corde DA, DB, che saranno i lati de* quadrati richiesti. 

PROPOSIZIONE CXV — PROBLEMA. 

351. Trovare due linee, il cui rapporto sia eguale al rapporto 

di due quadrati dati ( Gg. 64 ). « 

Sol. Si pongano ad angoli retti i lati AB, AC, dei due quadrati 
dati, si congiunga il punto B col punto C, e si abbassi dal vertice 
A dell’angolo retto la perpendicolare 4D sopra l’ipotcnusa BC, i due 
segmenti BD. DC, di questa ipotenusa saranno le linee richieste. 

Infatti, si è dimostrato ( n° 297 ) che nel triangolo rettangolo i 
quadrati dei cateti stanno fra loro come i segmenti adiacenti del- 
l'ipotenusa. Il che bisognava fare. 

352. Scolio I. Il problema precedente si potrebbe ancora risol- 
are in un altro modo, cioè con trovare la terza proporzionale, che 
chiameremo X, in ordine ai lati A. e B dei due quadrati dati ( fig 82). 

In fatti essendo le rette A, B, X continuamente proporzionali , 
la prima A starà alla terza X come il quadrato di A al quadrato 
di 5(^241 ). 

353. Scolio li. Potendosi un poligono qualunque trasformare 
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in un quadrato equivalente, si comprende facilmente che con la 
costruzione sopraddetta potrebbero trovarsi due linee il cui rapporto 
fosse eguale al rapporto di due poligoni qualunque (*). 



(*) La riduzione del rapporto di due poligoni qualunque a quello di due 
linee è uno dei più belli risullamenti, che si possono ottenere dalla geome- 
tria. Ma questo risultamento resterebbe nel campo delle astrazioni se man- 
casse il mezzo di esprimere il rapporto di due linee in numeri o esatta- 
mente o per approssimazione, secondo che le dette linee sono commensu- 
rabili, o incommensurabili. Ciò merita di essere osservato ; dappoiché la 
geometria deve servire alle applicazioni, e non giù ad alimentare una ste- 
rile contemplazione. 



12 
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LIBRO ni. 

DELLE PROPRIETÀ’ DEL CERCHIO. 

■/ — 

354. 11 cerchio considerato in se slesso non presenta altra pro- 
prietà se non quella inerente alla sua definizione; proprietà la qua- 
le olire il mezzo di determinare con la legge di continuità una se- 
rie di punti equidistanti da un punto dato , e ciò è bastato per la 
costruzione di tutti i problemi precedentemente risoluti. Ma se il 
cerchio si considera nel suo incontro colla linea retta, si vedranno 
nascere proprietà importantissime , che vengono ad esso comuni- 
cate dalle figure rettilinee risultanti dalle sue intersezioni con liuee 
rette variamente situate. Lo studio delle proprietà del cerchio sotto 
questo aspetto merita la più grande attenzione,- dappoiché la linea 
retta è il termine di paragone delle linee curve, senza del quale 
non si potrebbero conoscere le affezioni di qualsisia curva. 

355- Negli elementi di Geometria si espongouo soltanto le prò* 
prielà più comuni del cerchio. Di queste andiamo ora ad occupar- 
ci ; ma prima di esporle convien premettere le due seguenti defini- 
zioni : 

Definizione I. Segmento di cerchio è la figura compresa fra l’ar- 
co e la corda. 

Definizione II. Settore è la figura compresa fra un arco e i due 
raggi condotti all’ estremità di esso. 

3o6. È facile vedere che ad una medesima corda AB ( fig. 83 ) 
corrispondono due archi ADB, AECB, e per conseguenza due seg- 
menti; ma nelle seguenti proposizioni s’intende sempre parlare del 
più piccolo, purché non si avverta il contrario. 

CAPITOLO I. 

DEGLI ARCHI E DELLE CORDE. 

PROPOSIZIONE CXVI — TEOREMA. 

357. Una linea retta non può incontrare la circonferenza di 
un cerchio in più di due punti (fig. 83 ). 

Dim Imperocché se una linea retta potesse incontrare la circon - 
ferenza in tre punti A, //, C, tirando i raggi OA, OB, OC, vi sa- 
rebbero Ire rette eguali condotte da uno stess i punto 0 sopra una 
medesima linea retta ABC ; il che è impossibile (u° I 14). Dunque 
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una linea reità non può incontrare la circonferenza in più di due 
punii. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXVII — TEOREMI. 

358. Ogni diametro divide il cerchia, e la sua circonferenza m 
due parti eguali (fig- 83) 

Dim. Sia AC un diametro qualunque. Si applichi la figura ini- 
stilinea AEC sopra la figura ADBC , conservando la base comune 
AC-, è manifesto che la linea curva AEC dovrà coincidere colla 
linea curva ADBC, altrimenti o nell’ima o nell'altra vi sarebbero 
punti non egualmente distanti dal centro 0, il che non può essere. 
Dunque il diametro divide il cerchio , e la sua circoufereuza in 
due parti eguali. Il che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXVII! TEOREMA. 

359. Ogni corda è minore del diametro (fig- 83). 

Dim. Sia AB una corda qualunque; per una delle sue estremità 
A si tiri il diametro AC , poi si conduca il raggio OB. Nel trian- 
golo AOB il Iato AB è minore della somma degli altri due OA , 
OB ; ma la somma di questi due raggi è eguale al diametro AC ; 
dunque ogni Corda è minore del diametro. 11 che bisognava dimo- 
strare. 



PROPOSIZIONE CIIX TEOREMA. 

360. In un medesimo cerchio, o in cerchi eguali , gli archi e- 
guali sono sottesi da corde eguali-, reciprocamente le corde eguali 
sottendono archi eguali (fig. 81 ). 

Dim . Sia l'arco AMD eguale all’arco ENO , dico che la corda 
AD sarà eguale alla corda EG. 

Perocché essendo eguali i duo cerchi, soprapponendo il diame- 
tro AB al diametro EF , la semicirconferenza AMDB coinciderà 
colla semicirconferenza ENGF. e 1 arco AMD con l'arco EIVG , 
ed il punto D col punto G ; onde la corda AD sarà eguale alla 
corda EG. 

Ileciprocamente se la corda AD è eguale ad EG , sarà l’ arco 
AMD eguale all’arco ENG. Imperocché tirando i raggi CD, OG, 
i due triangoli ACD , EOG avranno i tre lati rispettivamente e- 
guali, e per conseguenza saranno eguali. Laonde applicando il se- 
micerchio ADB sul semicerchio EGF, l'angolo ACD caderà sul suo 
eguale EOG , e però 1’ arco AMD coinciderà evidentemente con 
l’arco EIVG. Il che bisognava dimostrare. 
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361. Corollario ■ La dimostrazione precedente fa conoscere chia- 
ramente che, quando due archi <Tun medesimo cerchio, o di cerchi 
eguali, sono eguali; 

1 , ° Gli angoli al centri ACD, EOG sono eguali , e reciproca- 
mente ; 

2. ° « settori AMDC, ENGO, ed i segmenti AMDra, ENGn, sono 
anche eguali. 



PROPOSIZIONE CXX — TEOREMI. 

362. In un medesimo cerchio, o in cerchi eguali , il maggiora 
di due archi è sotteso da una corda maggiore, e reciprocamente , 
purché i detti archi sieno minori di unasemicirconferen za (6g. 84) 

Dim. Sia l’arco AH maggiore dell’arco AD ; dico che la corda 
AH è maggiore della corda AD. Infatti tirando i raggi CD, CH, 
si avranno i due triangoli ACH, ACD, ne’quali i due lati AC, CH 
sono eguali ai due lati AC, CD ; ma l'angolo ACH e maggiore del- 
l’angolo ACD\ perciò (n° 83) sarà il terzo lato AH maggiore del 
terzo lato AD. 

Reciprocamente, se la corda AH è maggiore della corda AD , 
si conchiuderà per mezzo degli stessi triangoli ACH , ACD che 
l’angolo ACH è maggiore dell’angolo ACD (n° 84); e per conse- 
guenza sarà l’arco AH maggiore dell’arco AD. Il che bisognava 
dimostrare. 

363. Scolio. Si è supposto che gli archi dati fossero minori del- 
la semicirconferenza; poiché è manifesto che se fossero maggiori 
avrebbe luogo la proprietà contraria. 

rnopoiizioNE cxxi — teorema. 

36i- Il rajgio perpendicolare ad una corda divide tanto que- 
sta corda, quanto larco so'.leso in due parti eguali (fig. 85). 

Dim. Sia il raggio CG perpendicolare alla corda AB, e si con- 
ducano i raggi CA, CB, come pure le corde AG, BG. 

Essendo retti gli angoli formati intorno al punto D, i triangoli 
ADC, DCB, ADG , BDG saranno rettangoli. Ora ne’due primi il 
cateto CD è comune, e la ipotenusa CA=zCB come raggi, dunque 
l’altro cateto AD sarà eguale a DB ( n° 308 J; e però la corda AB è 
divisa in due parti eguali nel punto D. Parimente negli altri due 
triangoli essendo il cateto AD=DB, ed il cateto DG comune, sa- 
rà la ipotenusa AG=*GB,o ssia la corda AG eguale alla corda GB ; 
ma corde eguali sottendono archi eguali (n° 360), dunque l’arco 
AG=GB, e per conseguenza l'arco AGB rimane diviso per meta 
nel punto G. Il che bisognava dimostrare. 

365. Scolio. Dalla dimostrazione prece dente risulta manifesto 
che il centro, il punto di mezzo d'un arco, ed il punto di mezzo 
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della sua corda si trovano sopra una medesima linea retta per- 
pendicolare ad essa corda. Ma, bastano due punti per determi- 
nare la posizione di una linea retta; dunque ogni linea retta che 
passa per due dei tre punti accennati passerà necessariamente an- 
che pel terzo; e sarà perpendicolare alla corda. 

* 866. Corollario. Due corde AB, DC( fig. 95) che non passa- 
no pel centro del cerchio non possono segarsi per mezzo ; poiché 
se ambedue fossero divise in due parti eguali nel punto 0, la ret- 
ta che congiunge il centro col punto 0 d’intersezione sarebbe per- 
pendicolare alle due corde ; ed allora dal punto O si potrebbero 
innalzare due perpendicolari alla retta mentovata ; il che è assur- 
do (n° 50). 

PROPOSIZIONE CXXlI — PROBLEMA. 

367. Dividere un arco in due parti eguali (fig. 21). 

Sol. Sia BOD l’arco dato. Si tiri la corda BD, la quale si divi- 
da in due parti eguali nel punto C; indi da questo punto s’innalzi 
sulla corda accennata la perpendicolare CA, che si prolunghi fino 
all’incontro dell’arco BD, il punto d’ incontro O sarà il punto di 
mezzo dell'arco in virtù della proposizione precedente. Il che bi- 
sognava fare. , 

368. Scolio. E manifesto che dividendo con la costruzione in- 
dicata ciascuna metà dell arco BD in due parti eguali , risulterà 
tutto l’arco diviso in 4 parti eguali, e si vede subito come potrebbe 
dividersi in 8, in 16, in 32, ecc. parti eguali. 

PROPOSIZIONE CXXJII — TEOREMA. 

369. Due corde eguali sono egualmente distanti dal centro, e di 
due corde disuguali la minore è la più distante dal centro (fig 86) . 

Dim. 1° Sienole corde AB, DE eguali; si abbassino dal centro 
le perpendicolari CF, CG, e si conducano i raggi CA, CD. 

Nc’triangoli rettangoli CAF, DCG, le ipotenuse CA, CD sono 
eguali come raggi di un medesimo cerchio; parimente i cateti AF, 
DG sono eguali come metà delle corde eguali AB, DE ( n° 364) ; 
dunque gli altri due cateti CF, CG saranno eguali (n° 308), e pe- 
rò le corde eguali AB, DE sono equidistanti dal centro. 

2° Sia ora la corda AH maggiore della corda DE ; dovrà essere 
l’arco ANI 7 maggiore dell’arco DME (n° 362) : si prenda dunque 
sull’arco ANH la parte ANB—DME, si tiri la corda AB, e si ab- 
bassino le perpendicolari CF, CI sulle corJe AB, AH. 

La perpendicolare CI è minore dell'obliqua CO (n° 112) , ed a 
più forte ragione sarà minore della perpendicolare CF; ma questa 
è eguale a CG, dunque sarà CI minore di CG, e per conseguenza 
di due corde disuguali, la minore è la più distante dal centro. Il 
che bisognava dimostrare. 
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CAPITOLO li. 

DELLA MISURA DEGLI ANGOLI. 

370. Analogamente a quanto abbiam detto nel §. 3G1 per un 
caso particolare, si chiama in generale ango'o al centro ogni an- 
golo che ha il vertice nel centro di un cerchio, ed è perciò forma- 
lo da due raggi. Si dirà poi angolo iscrìtto quello il cui vertice è 
alla circonferenza ed è formato da due corde. Passiamo ad occu- 
parci della misura di queste due specie dì angoli. 

tboposizione cxnv — teorema . 

371. In un medesimo cerchio, o in cerchi eguali, gli angoli al 
centro stanno fra loro come gli archi compresi fra i loro lati(t\g .87) 

Dim. Siano gli angoli al centro ACB, ACD , dico che stanno fra 
loro come gli archi AB, AD. 

Imperocché, supponendo primieramente che gli archi sieno com- 
mensurabili, e che la loro comune misura K portata ripetutamente 
su gli archi AB, AD sia contenuta m volte nel primo ed n volte nel 
secondo, è manifesto ( n° 3G1 ) che congiunti i vertici de’ due an- 
goli dati con i punti di divisione de’ due archi, l’angolo ACB rimar- 
rà diviso in m parti eguali, e l’angolo ACD in n parti eguali, onde 
l'angolo ACB starà all’angolo ACD come l’arco AB all'arco AD. 

Che se poi gli archi AB. AD fossero incommensurabili fra loro 
la proposizione precedente sussisterebbe in cgual modo. Infatti si 
faccia l'angolo ACD 1 eguale all’angolo ACD. e si supponga che la 
ragione dei due angoli ACB, ACCI in luogo di equivalere a quella 
degli archi AB, AD 1 equivalga a quella degli archi AB AO, esscn- . 
do AO maggiore di Al) . Qualunque differenza passi fra AO, ed 
AD' , è chiaro che si potrà sempre dividere 1’ arco AB in 2, in 4, 
in 8,ec. parli eguali, uno ad avere parli così piccole che una alme- 
no delle divisioni cada in qualche punto / fra li ed 0. In tal caso 
condotto il raggio CJ, gli archi AB, Al, saranno commensurabili, 
onde si potrà stabilire la proporzione. 

ACB : ACI : ; AB : AI. 

Ma per ipotesi si ha 

ACB : ACD> y AB : AO, 

dunque essendo in queste due proporzioni gli antecedenti eguali , 
si avrebbe ( n° 227 ) fra i conseguenti la proporzione 

ACI : ACD 1 :: AI: AO, 

la quale è insussistente, poiché l’antecedente ACI è maggiore del 
conseguente ACD, mentre l’altro antecedente^/ è minore del con- 
seguente AO. Nello stesso modo si ragionerebbe se l’arco AO si 
supponesse minore dell’arco AD' ; dunque dovrà essergli eguale , 
e però in tutti i casi gli angoli ai centri di cerchi eguali stanno co- 
me gli archi compresi fra i loro lati. 11 die bisognava dimostrare. 
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PROPOSIZIONE CXXV — TEOREM A. 

372. L angolo al centro ha per misura /’ arco compreso fra i 
suoi lati ( lìg. 87 ). 

Dim. Dalle nozioni generali date nej f n° 243) intorno alla mi« 
sure delle quantità si desume che per misurare un angolo qualun- 
que basta trovare il suo rapporto ad un augolo conosciuto preso per 
unità di misura ; e siccome l’angolo retto è invariabile, cosi esso 
è stat i prescelto per unità di misura degli angoli, onde volendosi 
misurare l’angolo al centro ACD , la quistionc si riduce a trovare 
il suo rapporto coll’angolo retto. Ma da un’ altra parte 1’ arco di 
cerchio com preso tra i lati d un angolo retto, che ha il vertice al 
centro d’un cerchio, essendo la quarta parte della circonferenza , 
o un quadrante , si avrà pel teorema precedente. 

Angolo ACD : Angolo Retto ! ! Arco A D : Quadrante : 

dalla quale proporzione si deduce che il numero, da cui viene e- 
spresso il rapporto dell’arco A-D al quadrante, esprime ancora il 
rapporto dell’ angolo ACD all’ angolo retto ; e perciò si dice che 
l’angolo al centro ha per misura l'arco compreso fra i suoi lati. Il 
che bisognava dimostrare. 

313. Scolio. Da ciò che precede apparisce chiaramente chequan- 
tunque la misura degli angoli per mezzo degli archi di cerchio sia 
in certo modo indiretta, pure è facile ottenere dagli archi la misu- 
ra diretta ed assoluta. Infatti se si paragona l’arco che serve di mi- 
sura ad un angolo dato col quadrante, si avrà il rapporto dell’an- 
golo accennato all’angolo, retto ; vale a dire si avrà la misura as- 
soluta dell’ angolo dato. È stala preferita la misura indiretta alla 
misura assoluta, perchè la prima riesce piti comoda nella pratica. 

PROPOSIZIONE CXXVI — TEOREM A. 

374. L'angolo iscritto ha per misura la metà dell'arco compre- 
so fra i suoi lati ( fig. 88 ) ' 

Dim. Sia l'angolo iscritto BAD ; dico che avrà per misura la 
metà dell’ arco BD compreso fra i suoi Iati. 

Supponiamo in primo luogo che il centro 0 del cerchio sia si- 
tuato sopra uno de’ lati AD, e si conduca il raggio OB. L’angolo 
BOD, esterno al triangolo BAO, è uguale alla somma dei due in- 
terni opposti OAB, ABO { n° 100): ma il triangolo ARO essendo 
isoscele si ha l’ang lo OAB eguale all'angolo ABO : dunque l’an- 
golo BOD è doppio dell’angolo BAD. Ora l'angolo BOD come an- 
golo al centro ha per misura 1’ arco BD ; dunque l’ angolo BAD 
avrà per misura la metà dell’ arco BD. 

Supponiamo in secondo luogo che il centro cada dentro l’ango- 
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Io BAD (Cg. 89 ) : si tirino il diametro AE , ed i raggi OB, OD. 
Per la dimostrazione precedente sarà l’angolo BOE doppio dell’an- 
golo BAO, e l’angolo DOE doppio dell’angolo DAO, per conse- 
guenza l’angolo al centro BOI) sarà doppio dell’ angolo iscritto 
BAD • Laonde anche in questo caso l’angolo iscritto ha per misura 
la metà dell arco compreso fra i suoi lati. 

Finalmente supponiamo che il centro 0 cada fuori dell' angolo 
BAD (fig. 90) : si tiri il diametro AE. L’angolo BAE ha per mi- 
sura la metà dell’arco BE\ parimente l’angolo DAE ha per misura 
la metà dell’arco DE; dunque l’angolo BAI), che è la differenza dei 
due angoli accennati, avrà per misura la metà dell’arco DB diffe- 
renza degli archi BE, DE. Quindi in tutti i casi l’angolo iscritto 
ha per misura la metà dell arco compreso fra i suoi lati. Il che bi- 
sognava dimostrare. 

876 . Corollario /. Gli angoli AMB, ANB iscritti nel medesimo 
segmento di cerchio AMNB ( Cg 91 ) sono eguali, perchè tutti 
hanno per misura la metà di un medesimo arco ACB. 

II. Ogni angolo ABC ( fig. 83 ) iscritto nel semicerchio è retto; 
stantechè ha per misura la metà della semicirconferenza AEC, os- 
sia un quadrante. Questa importante verità è stata già dimostrata 
( n° 337 ). 

III. Ogni angolo AMB ( fig. 91 ) iscritto in un segmento mag- 
giore del semicerchio è acuto, avendo esso per misura la metà del- 
l’arco ACB minore della semicirconferenza. 

Al contrario ogni angolo ACB iscritto in un segmento minore 
del semicerchio è ottuso , perchè ha per misura la metà dell’ arco 
AMB, maggiore della semicirconferenza. 

IV. Gli angoli opposti ANB, ed ACB (fig. 91) di un quadrila- 
tero, di cui i vertici trovansi allogati sulla circonferenza, sono pre- 
si insieme uguali a due retti ; perocché la somma dei due archi 
che misurano questi angoli è uguale alla semicirconferenza. 

* V. Ogni angolo eccentrico BOC( fig. 95) ha per misura la se- 
misomma degli archi AD, compresi fra i suoi lati, perchè essen- 
do esterno del triangolo OBD eguaglia la somma degli angoli B, 
e D, i quali hanno per misura le metà degli archi AD. BC. 

Inoltre ogni angolo BOC (fig 96) il cui vertice è fuori del cer- 
chio, ha per misura la semidifferenza degli archi BC, AD compresi 
fra i suoi lati ; perocché l’ angolo BOC è differenza fra l’ esterno 
BAC, e l’interno ACO del triangolo AOC, e gli angoli BAC, ACO 
sono misurati dalle metà degli archi BC, AD. 

VI. L’angolo al centro è doppio dell’angolo che ha il vertice al- 
la circonferenza, e che poggia sullo stesso arco. Infatti , il primo 
ha per misura l’ intero arco, mentre il secondo ha per misura la 
metà di questo medesimo arco. 
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CAPITOLO III. 

Delle tangenti e delle secanti del cerchio. 

376. Definizione I Una linea reità clic ha un solo punlo di co- 
mune colla circonferenza del cerchio dicesi tangente ; e questo pun- 
to comune chiamasi punlo di contatto, o semplicemente contatto. 

P e J* n ì ztone di. Ogni retta che taglia la circonferenza del 
cerchio iu due punti, e che è prolungata al di fuori, dicesi secante. 

PROPOSIZIONE CXXVII TEOREMA. 

•?78. La perpendicolare innalzata da un punto della circonfe- 
renza del cerchio sul raggio che passa per questo punto, è una 
tangente del cerchio : reciprocamente ogni tangente è perpendi- 
colare al raggio condotto al punto di contatto ( fig. 92 ) 

Dim. Sia BC perpendicolare al raggio AO\ dico che sarà tan- 
gente del cerchio E AD. Imperocché l'obliqua OB condotta ad ar- 
bitrio dal centro sopra BC è maggiore della perpendicolare OA , 
o della sua eguale OD-, e però il punto B è fuori del cerchio, e la 
retta BC non avendo di comune colla circonferenza che il solo 
punto A, sarà tangente del cerchio medesimo. 

Reciprocamente , se BC tocca la circonferenza nel punto A , 
qualunque retta OB condotta dal centro O sopra BC avrà una par- 
te DB fuori del cerchio, eccettuato soltanto il raggio OA\pet con- 
seguenza la retta OA sarà la più corta di tutte le linee che dallo 
stesso punto O si possono condurre ad una medesima retta BC; e 
però sarà perpendicolare a BC (n° 1 12). Il che bisognava dimo- 
strare. 

3/9. Corollario. La retta AB essendo la sola perpendicolare 
che si possa innalzare sul raggio A Odiai punto A , ne segue che 
per un dato punto della circonferenza non si può condurre che 
una sola tangente. 

proposizione c. xx vi 11 — 'teorema. 

380. L’angolo formato da una tangente e da una corda ha per 
misura la metà dell'arco compreso fra i suoi lati (Cg. 93). 

Dim. Al punto di contatto A si conduca il diametro AD. L an- 
golo BAD essendo retto (n° 378) ha per misura la metà della se- 
micirconferenza ACD ; parimente l’angolo iscritto CAD ha por 
misura la meta dell'arco CD, dunque l'angolo BAC formato dalla 
tangeute BA e dalla corda AC, che è la differenza de’ due angoli 
BAD, CAD , avrà per misura la metà dell’arco AC; differenza de- 
gli archi ACD , e CD. 

Ideilo stesso modo si dimostra che l'angolo EAC, che è la som- 
ma degli angoli E AD , CAD , ha per misura la metà dell’arco 

13 
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ANDC. Dunque l'angolo formalo da una tangente e da una corda 
è misurato dalla metà dell'arco compreso fra i suoi lati. Il che bi- 
sognava dimostrare. 

381. Scolio. Siccome l'angolo ANC iscritto nel segmento di 
cerchio AN DC ha per misura la metà dell'arco AC, ne segue che 

I angolo formalo da una tangente e da una corda è uguale alt an- 
golo iscritto nel segmento alterno del cerchio. 

PROPOSIZIONE CXXIX TEOREMA. 

382. Gli archi intercetti in un medesimo cerchio, fra due se- 
canti parallele, o fra una tangente ed una secante parallele, so- 
no eguali (fìg. 94). 

Dim. Sieno le secanti BC, DE, e la tangente FG, parallele fra 
loro . e si conduca il raggio OA. Essendo OA perpendicolare ad 
FG, lo sarà ancora alle secanti BC, DE (n° 69); laonde (n° 354) 
dividerà in due parti eguali gli archi BAC e DAE. Per conseguen- 
xa sedagli archi AB ed AC, eguali come metà dell'arco BAC , si 
tolgano gli archi AD ed AE, eguali come metà dell’ arco DjE , 
resterà l’arco BD eguale all’arco CE; il che dimostra la prima par- 
te del teorema; l'eguaglianza degli archi AB ed AC dimostra poi 
la seconda. 11 che bisognava dimostrare. 

PROPOSIZIONE CXXX — TEOREMA. 

383. Le parti di due corde, che si tagliano in un cerchio, sono 
reciprocamente proporzionali (fig. 95). 

Dim. Le corde AB, CD si taglino nel punto 0: dico che si avrà 
AO: DO:: CO: OB. 

Imperocché, conducendo AC e BD si hanno i triangoli AGO BOD , 
ne’ quali gli angoli in O sono eguali come opposti al vertice , e 
l’angolo A è uguale all’angolo D, perchè iscritti in un medesimo 
segmento di cerchio CADB (n° 375), dunque questi triangoli sono 
simili (n° 295), ed i lati omologhi danno la proporzione 
AO: DO:: CO: OB. 

II che bisognava dimostrare. 

384. Corollario. Poiché in ogni proporzione il prodotto dei ter- 
mini estremi è uguale a quello dei medj in° 210), si avrà 

AOxOB—DOxOC 

vale a dire che se due corde si tagliano in un cerchio , il rettan- 
golo compreso fra le due parti dell'una è eguicalente al rettan- 
golo compreso fra le aue parti dell'altra. 

PROPOSIZIONE CXIXI TEOREMA. 

385. Due sedanti che partono da un punto preso fuori del cer- 
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chio, e terminano alla parte concava della circonferenza , tono 
reciprocamente proporzionali alle loro parti esterne (fig. 96). 

Dim. Sieno le due secanti OB, OC condotte dal punto 0; dico 
che si avrà 

OB: OC:: OD: OA. 

Infatti tirando AC, e BD, i triangoli OAC , OBD hanno l’angolo 
O comune, e gli angoli li e C eguali come iscritti nello stesso seg- 
mento ABCD (n° 375); dunque questi triangoli sono simili , ed i 
lati omologhi danno la proporzione 

OB: OC: : OD : OA. 

Il che bisognava dimostrare. 

386. Corollario . Dalla precedente proporzione si deduce che 

Ol!><OA=OCxOD-, 

vale a dire nel cerchio i rettangoli delle secanti , che partono da 
un medesimo punto , nelle loro parti esterne sono equivalenti. 

387. Scolio. Le due proposizioni precedenti possono essere riu- 
nite in una sola, che si enuncia cosi : se due secanti s'incontrano 
dentro o fuori del cerchio, le quattro parli di esse, che sono com- 
prese fra il punto d'incontro e la circonferenza , sono reciproca- 
mente proporzionali. 

PROPOSIZIONE CMIII — TEOREM J. 

388. Se da un punto preso fuori del cerchio si conduca una 
tangente, ed una secante, la fungente sarà media proporzionale 
fra la secante e la sua parte esterna (fig. 97). 

Dim . Dal punto Osi conduca la tangente OA, e la secante OC; 
dico che si avrà 

OC : OA . : OA : OD. 

Imperocché , tirando le corde AD , AC, risulteranno i triangoli 
OAD , OAC, nc'quali l’angolo Oè comune ad ambidue, e l’angolo 
OAD formato da una tangente e da una corda è eguale all’angolo 
C iscritto nel segmento alterno ACD; dunque i due triangoli sono 
simili, e si ha la proporzione 

OC : OA:: OA : OD. 

11 che bisognava dimostrare 

389. Corollario Poiché in una proporzione continua (n° 21 1), 
il prodotto determini estremi è uguale al quadrato del termine me- 
dio, si a\rà 

0CX0D=0A. 

vale a dire che il quadralo della tangente è equivalente al retta n- 
goto della secante nella sua parte esterna. E si osservi che que- 
sta proposizione è un caso particolare della precedente; nel quale 
una delle secanti , divenendo tangente , si confonde con la sua 
parte esterna, cd il rettangolo si cambia in quadrato. 
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‘CAPITOLO IV. 
delle intersezioni e de’ contatti de’ cerchi 

390. Definizione I. Due circonferenze s 'intersegano quando una 
parte di ciascuna di esse entra nellaja del cerchio terminalo dal- 
l’altra. 

391- Definizione II. Due circonferenze si toccano quando han- 
no un solo punto di comuue, il quale si chiama punto di contatto, 
o contatto. 

PROPOSIZIONE Cluni — TEOREMA. 

392. Per tre punti non situati in linea retta può sempre pas- 

sare una circonferenza di cerchio , e non può passarne che una 
sola (fig. 98) t 

Dim. Siano A, B, C, i tre punti dati. Si uuiscano con le rette 
AB, BC, le quali si dividano per metà ne'punti D, F, e s’innalzi- 
no su di esse le perpendicolari DE, FG, che s’ incontreranno in 
un punto Ot Infatti, se si congiunga il punto D col punto F , la 
somma degli angoli interni da una stessa parte EDF , GFD è mi - 
Bore di due retti, perchè l’angolo EDF è parte dell’angolo retto’ 
EDB, e l’angolo GFD è parte dell'angolo retto GFB. 

Si uuiscano le rette OC, OB, OA-, ed essendo AD=.DB, le obli- 
que OA. OB saranno eguali (n° 112). e slmilmente sarà OB—OC. 
Quindi la circonferenza descritta col centro in 0 e col raggio OA 
passerà per i tre punti dati A, B, C; nè per gli stessi punti potrà 
passare altra circonferenza. Perocché, se ciò fosse possibile, il cen- 
tro di questa seconda circonferenza dovrebbe sempre trovarsi sul- 
le due perpendicolari DE , FG , altrimenti non potrebbe essere 
equidistante da’punti A. B, e dai punti B, C. Ma quelle due rette 
non possono avere più di un punto 0 di comune; duuque una è la 
circonferenza che può passare per i tre punti dati. Il che bisogna- 
va dimostrare. 

393. Corollario I. Se da un punto preso dentro di un cerchio 
si tirino alla circonferenza tre rette eguali, quel punto sarà il cen- 
tro del cerchio. 

Infatti, se le rette OA, OB, OC (fig. 98) sono eguali, «ingiun- 
gendo il puuto O con i punti di mezzo D, e F delle corde AB, BC, 
le rette OD, OF per le proprietà de’triaugoli isosceli OBA , OBC 
saranno perpendicolari ad esse corde; e però per le cose dette qui 
sopra il punto 0 sarà il centro del cerchio. 

394. Corollario II. Due circonferenze non possono avere più 
di due punti di comune senza confondersi in una sola. 

PROPOSIZIONE CXXXtV — TEOREMA. 

395. Se due circonferenze hanno due punti di comune s' inter- 
secano (fig. 99). 
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Dim. Siano due Arconferenze D/JC, e CEH, o CE'Il , che ab- 
biano i punti li, C ai comune. Dico che <|uesle circonferenze de- 
vono inlersegaisi ■ ^ 

Infalli. f*on volentojche la civconfereuza CE/1 penetri nel cer- 
chio DJ] C fio che là circonferenza CE'Il esca fuori del cerchio 
mede&ho, bisognerebbe supporre che le circonferenze, olire i due 
punti II, C, avessero di dlunune lutto l’arco 1IC, ed allora le due 
circonferenze avendo più di due punti di comune si confondereb- 
bero in una sola. Dunque se le due circonferenze si trovano si- 
tuale come nella figura, devouo necessariamente inlersegarsi. 

Potrebbe supporsi che le due circonferenze fossero disposte in 
modo che la linea HC, la quale unisce i due punti ad esse comuni 
passasse pel centro di uno dei due cerchi come nella fig. 100 , o 
che fosse una corda comune^d entrambi come nella lig. 101; ma 
l’impossibilità di queste due^supposizioni si rende manifesta dalla 
seguente dimostrazione ch® sr applica ad ambidue i casi. 

Rappresentino A, B i Centri de cerchi (fig. 100, 101) ; si uni- 
scano questi centri e s'jflfolunghi la congiungente sino alla cir- 
conferenza esteriore^ indi si conduca il raggio I/C. Nel triangolo 
ABC, sarà il lato ^SO minore di AB-i-BC, e poiché BC=BD, co- 
me raggi di un medésimo cerchio , ed AC=AE per la stessa ra- 
gione , sarebbe AE minore di AB-t-BD, cioè il tutto minore della 
parte , il che è assurdo. Dunque due circonferenze s iulerscgano 
quando hanno due punti di comune. 11 che bisognava dimostrare. 

39G. Scolio. Due circonfereoze che hanno un sol punto di co- 
mune (fig. 105, 106) non possono iutersgearsi; perocché se la cir- 
conferenza, il cui raggio è UC (fig. 105) entrasse nel cerchio ter- 
minalo dall’altra, non potrebbe uscire da quello spazio chiuso sen- 
za incontrare di nuovo in altro punto la cireonferen/a IVC che la 
circonda; e però le due circonferenze avrebbero due punti comu- 
ni, contro l’ipotesi. 

Che se si volessi supporre che la circonferenza, il cui raggine 
BC (fig. 106) entrasse nel cerchio terminalo dall’altra, e ne uscis- 
se per un solo e medesimo punto C, allora è evidente che essa non 
ne uscirebbe nel fatto, ma rimarrebbe tutta compresa nel cerchio 
NC, dimodoché l’intersezione non avrebbe più luogo Dunque due 
circonferenze che hanno un sol punto di comune non possono iu- 
tersegarsi, e poiché due circonferenze che hanno più di due punti 
di comune si confondono in una sola (n° 394) si potrà conchiude- 
re che due circonferenze s’ intersecano sempre in due punti ; o 
non s' intersecano. 

PROPOSIZIONE CXI XV TEOREMA. 

397. Se due cerchi s'intersecano, la retta che passa per i cen- 
tri e perpendicolare a quella che unisce i due punti d intersez.o- 
ne, e la divide per metà (fig- 102). 
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Dim. Imperocché, se pel punlo di mezzo / della retta CD che 
unisce i due punti d'intersezione , ed è corda comune ai due cer- 
chi, s’innalzi sulla corda medesima una perpendicolare, questa do- 
vrà passare per i centri'^/ e li (n° 365). Me per due punti non può 
passare che una sola linea retta; dunque, viceversa , la retta Ali 
che unisce i due centri è perpendicolare alla corda CD, e la divi- 
de in due parli eguali. 11 che bisognava' dimostrare. 

rr.oposizio -e ctxxvi — teoremj . 

398. Se due cerchi s'inlersegano, la distanza de' centri è mi- 
nore della somma de raggi, e maggiore della loro differenza (fig. 102) 

Dim. Perocché quando due cerchisi tagliano, i due punti d'in- 
tersezione C, e D devono trovarsi fuori della linea de’ centri ( n° 
395); e per conseguenza potrà sempre. /ormarsi un triangolo ACB 
fra ciascun punto d’intersezione ed i due centri. Ma in ogni trian- 
golo un lato qualunque è minore della sótqma degli altri due , e 
maggiore della loro differenza ( n° 76), dunque se due cerchi si 
tagliano, la distanza de’cerchi è minore della somma de' raggi , e 
maggiore della loro deferenza. Il che bisognava dimostrare. 

piiopojIzionb cxxivii — teorem j. 

399 . Reciprocamente, se la distanza decentri di due cerchi è 
minore della somma de raggi, e maggiore d Ila loro differenza , i 
cerchi si taglieranno (fig 1 >2). 

Dim. Perocché, in tal caso con i due raggi, e la retta che uni- 
sce i centri, si potrà ( n" 1 2<> ) costruire il triangolo ACU da una 

S arte di AB, ed il triangolo ADB eguale al prrno dell'altra parte. 

Quindi le due circonferenze avranno due punti di comune C , D ; 
e per conseguenza dovranno intersegarsi. Il che bisognava dimo- 
strare. 



proposizione cixxvm — teorem j. 

400. Se due cerchi si toccano, la retta che passa per i centri , 
passerà ancora pel punlo di contatto (fig. 103, 104). 

Dim. I. Imperocché, se i cerchi si toccano esternameute (fig. 
103); ed il punto di contatto C esistesse fuori della linea AB che 
passa per i centri A, e B, si potrebbe formare il triangolo ABC , 
in cui la somma dei due lati o raggi AC , 6' ZI sarebbe minore del 
terzo lato AB composto dei due raggi e di uno spazio intermedio ; 
il che è assurdo. 

II. Se i cerchi si toccano internamente (Gg. 104) , ed il punto 
di contatto C si trovasse fuori della linea AE che passa per i cen- 
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tri A, e B , si formerebbe il triangolo ABC , in cui la somma di 
due lati farebbe minore del terzo, infatti, EB-*-BA=AC^ ma BC, 
ovvero BO, è minore di EB, dunque BC-t-BA sarà minore di AC-, 
il che è assurdo, perchè due lati <li un triangolo presi insieme non 
possono esser mai minori del terzo lato. 11 che bisognava dimo- 
strare . 

401. Corollario 1. Di qui si deduce che: se due cerchi si tocca- 
no, la distanza dei centri è uguale alla somma-, o alla differenza 
dei raggi, secondo che i cerchi si toccano esternamente , o inter- 
namente. 

402. Corollario II. Se due circonferenze non hanno- alcun pun- 
to comune, sono interamente separale 1 una dall'altra, potendo pe- 
rò esser situate una fuori dell'altra, o una dentro l’altra. Quindi 
nel primo caso la distanza de’ centri è maggiore della somma dei 
raggi, e nel secondo minore della loro differenza. 

* 403'. Scolio. Dalle cose fin qui dimostrale risulta manifesto 
che tutti i cerchi (fig. 106), i. quali hanno i loro centri sulla linea 

AB, e passano pel punto C, sono tangenti l’uno all’altro , vale a 
dire hanno il solo punto C comune. Inoltre , se per questo punto 
s'innalzi sopra AB la perpendicolare DF, questa sarà tangente co- 
mune a tutti quei cerchi. Ma quantunque fra l’arco CN e la tan- 
gente DF si possa far passare una iniinità di circonferenze diter- 
se, pure non vi si può condurre alcuna linea retta; dappoiché in 
tal caso vi sarebbero nel punto C due tangenti , il che è assurdo 
(n° 379). Quindi l'angolo del contatto, cioè l’angolo DCN forma- 
to dall'arco e dalla tangente, è minore di qualunque angolo ret- 
tilineo dato, per quanto piccolo si voglia supporre. 

PROPOSIZIONE CXXXIX TEOREMA. 

404. Se la distanza de' centri di due cerchi è uguale alla som- 
ma, o alla differenza de roggi, i cerchi si toccheranno (fig. 1 05, 106) 

Dim . Sia la distanza AB de’ centri eguale alla somma de’ raggi 

AC, CB ( Gg. 105 ), o alla loro differenza ( Gg. 106 ). Dico che i 
due cerchi si toccheranno. 

Imperocché, è evidente che il punto C è comune alle due circon- 
ferenze ; nè può esservene altro ; perchè in tal caso le due circon- 
ferenze si taglierebbero ; e quindi (398) la distanza de’ centri sareb- 
be minore della somma de’ raggi, e maggiore della loro differenza 
contro la supposizione. Dunque le dne circonferenze si toccano. 
11 che bisognava dimostrare. 

* 405. Scolio. Riassumendo il Gn qui dello si conchiude, che 
due circonferenze possono avere tre punti di comune, e si confon- 
dono in una sola ; due punti di comuue, e si segano; un sol punto 
di comune e si toccano ; Gnalmente nessun punto di comune, ed 
allora sono intieramente separate, ed una è fuori dell’altra, o una 
dentro l'altra. 
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La situazione rispettiva di due circonferenze che non si confon- 
dono dipende dalla distanza de’ loro centri ; essa è minore della 
somma de’ raggi e maggiore della loro differenza nel caso dell’in- 
tersezione ; eguaglia quella somma o quella differenza nel caso del 
contatto esterno o interno ; e quando i due cerchi non si segano 
nè si toccano, la distanza de' centri è maggiore della somma o mi- 
nore della differenza de’ raggi, secondo che i due cerchi sono fuo- 
ri uno dell’altro, o l’uno dentro 1 altro. In questa ultima supposi- 
zione la distanza de centri potrebbe anche esser nulla, ed allora 
i due cerchi aiendo lo stesso centro diconsi concentrici (*). 

CAPITOLO V. 

APPLICAZIONE 1IFI*. E proprietà’ PRECEDENTI ALLA RISOLUZIONE 
UI ALCUNI PROBLEMI. 

406. Prob'ema I ■ Trovare il centro d' un cerchio o <T un arco 
dato ( fig. 98 ). 

.Soluzione Si prendano sulla circonferenza o sull’arco tre punti 
ad arbitrio A, B, C, si tirino le corde /iB , BC , e per i punti di 
mezzo di queste s’innalzino le perpendicolari DE, FG : il punto O 
del loro incontro sarà il centro richiesto. Infatti, se si tirino le rette 
OA , OB, OC, queste saranno eguali fra loro (n° 392); e per con- 
seguenza il punto 0 dovrà essere il centro del cerchio (n° 393). Il 
che bisognava fare. 

407 . Problema li. Per un punto dato condurre una tangente ad 
un cerchio 

Soluzione. Se il punto dato A (fig. 92) è sulla circonferenza, si 
conduca il raggio AO e su questo s'innalzi nel punto A la perpen- 
dicolare BC, che sarà la tangente cercata ( n° 378 ) 

Se il punto A ( Gg. 107 ) è fuori del cerchio, si unisca questo 
punto col centro C, e sopra CA come diametro- si descriva un cer- 
chio che taglierà il cerchio dato pe’ punti D, ed E ; finalmente si 
tirino le corde AD, AE, le quali saranno ambedue tangenti al cer- 
chio dato. 



(*) Il progresso che si manifesta nella distanza de’ centri , passando da 
una all’altra delle indicate pos zioni di due cerchi, fa vedere che l’ interse- 
zione di due circonferenze può cambiarsi in contatto facendo crescere o fa- 
cendo diminuire la distanza de' centri con trasportare uno di essi centri 
lungo la perpendicolare inalzata dal mezzo della corda che unisce i due punti 
d’intersezione. Nel movimento, questi due pudti andranno man mano acco- 
standosi fra loro finché cederanno sulla linea de’ centri confondendosi in un 
solo ; la corda che li unisce s> annullerà e l’intersezione de’ cerchi si cam- 
bierà in contatto, analogamente a ciò che si è osservato per la secante che 
si cambia in tangente (n“ 389). Questo passaggio dall’intersezione al contat- 
to é la pruova più concludente della necessità di un unico punto di contatto 
nei cerchi ; mentre in altre curve i punti d’intersezione essendo più di due, 
la loro riduzione al contatto non può dare un solo punto , come ne’ cerchi . 
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Infatti, tirando le corde DC, CE, saranno retti gli angoli CDA, 
CEA, perchè ciascuno di essi è iscritto nel semicerchio- Laonde 
ciascuna delle relte AD, AE, sarà perpendicolare all’eslremiià del 
raggio, e però tangente al cerchio (n° 378). Il che bisognava fare. 

408. Scolto. Le due tangenti AD, AE, sono eguali, perchè l’i- 
potenusa CA è comune a’ due triangoli rettangoli CDA, CEA, ed 
il cateto CD— CE, e però dev’essere laltro cateto AD=AE(n° 308). 

409. Problema III. Sopra una retta data descrivere un seg- 
mento di cerchio capace di un angolo dato, vale a dire un segmen- 
to tale che gli angoli in esso iscritti sieno eguali all angolo dato 
(fig. 91). 

Soluzione. Sia AB la retta data. Si faccia l’angolo ABF eguede 
all’angolo dato ; s’innalzi ZIO perpendicolare a BF, e CO perpen- 
dicolare ad AB nel punto di mezzo G ; il punto d’incontro Osarà 
il centro, ed OB il raggio del cerchio richiesto. 

Infatti essendo EF tangente , l’angolo ABF avrà per misura la 
metà dell'arco ACB (.180); ma l’angolo AMB iscritto nel segmento 
alterno AMJVB ha pure per misura la metà di quell’arco, dunque 
i due angoli sono eguali. 11 che bisognava fare. 

* 4 10. Problema IF. Da un dato cerchio tagliare un segmento 
capace di un angolo dato (fig. 91 ). 

Sol. Sia AMB il cerchio dato. In un qualunque punto B della 
circonferenza di questo cerchio si tiri la tangente BF, e si faccia 
I angolo ABF eguale all’angolo dato : è manifesto che il segmento 
AMl\B sarà capace dell’ angolo dato , perchè l’angolo AMB, o 
AMB, ec. iscritto in questo segmento è uguale all’ango ABF. Il 
che bisognava fare. 

41 1 . Problema V. dividere una retta data in media ed estre- 
ma ragione, vale a dire in due parti tali che la maggiore sia me- 
dia proporzionale fra la retta intera e la minore (fig. 108 ). 

Sol. Sia AB la retta data. S’innalzi dal punto B la perperdico- 
lare BC eguale alla metà di AB-, col centro C, e col raggio CB si 
descriva un cerchio, e si tiri la retta AC, che si prolunghi in E. 
Finalmente si prenda sopra AB una parte AF—AD : la retta AB 
sarà divisa nel punto F in media ed estrema ragione. 

Infatti essendo AB tangente, ed AE secante, si ha la proporzio- 
ne ( n° 388). 

AE : AB ; ; AB : AD, e dividendo 
AE—AB : ABy. AB— AD : AD. 

Ma la tangente AB è uguale al diametro DE, perchè AB è doppia 
del raggio BC, dunque AE — AB è lo stesso che AD o pure aF. 
Inoltre AB — AD è lo stesso che FB ; per conseguenza la propor- 
zione precedente diviene 

AF : AB : : FB : AF, ed invertendo 
AB : AF : ; AF : FB ; e poiché 
AB è maggiore di AF , sarà ÀF maggiore di FB. 

Quindi il segmento maggiore AF è medio proporzionale fra la li- 
nea intera AB ed il segmento minore FB. Il che bisognava fare. 

14 
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* 412. Problema VI. Costruire un rettangolo che sia equiva- 
lente ad un quadralo dato K, e tale che i lati adiacenti di esso 
rettangolo facciano una somma data AB (fìg. 109). 

Soluzione. Si divida AB in due parti eguali nel punto D ; indi 
fatto centro in D e col raggio DA si descriva il semicerchio ACB. 
Al punto A s’innalzi sul diametro AB la perpendicolare AG , sulla 
quale si prenda una parte AE eguale al lato del quadrato dato K, 
e dal punto E si conduca la retta EF parallela al diametro AB. 
Finalmente dal punto F, ove la parallela incontra la circonferenza, 
si abbassi sul diametro la perpendicolare FQ : dico che AQ, e QB 
sono i lati adiacenti del rettangolo cercato. Infatti le rette AE , e 
FQ sono eguali come lati opposti del rettangolo EAQF ; di più la 
perpendicolare FQ è media proporzionale fra i due segmenti AQ % 
e QB del diametro ( n° 338 ) dunque il rettangolo di AQ in QB è 
equivalente al quadrato di FQ, ovv ero di AE, o in fine al quadrato 
dato K. Da un’ altra parte la somma delle rette AQ, e QB è ugua- 
le ad AB, dunque il rettangolo di AQ in QB è il rettangolo richie- 
sto. Il che bisognava fare. 

* 413. Scolio. È manifesto che abbassando sul diametro la per- 
pendicolare OP si avrà una seconda soluzione del problema ; pe- 
rocché anche il rettangolo di AP in PB è equivalente al quadrato 
dato : ma se AE è uguale al raggio CD, la retta EFsavk una tan- 
gente al cerchio, ed il rettangolo richiesto sarebbe ADX.DB, cioè 
un quadrato eguale al quadrato dato. Se poi AE è maggiore di 
CD, allora la parallela EF non incontra la circonferenza, ed il 
problema è impossibile. Dunque il problema è possibile quando il 
lato del quadrato non eccede il raggio CD, ovvero la metà delta 
retta data AB. 

* 414. Problema VII. Trovare due rette che sieno reciproca- 
mente proporzionali a due altre M, e N, e che facciano una som- 
ma data ( fig. 109 ). 

Soluzione. Questo problema riducesi al precedente. Infatti tra 
le due rette date si trovi uua media proporzionale, indi sopra AB 
come diametro si descriva un semicerchio, sulla tangente AG si 
prenda una parte AE eguale alla media proporzionale accennata ; 
e si prosegua la costruzione come nel problema precedente: le rette 
AQ, e QB saranno le rette richieste. Perocché essendo per costru- 
zione il quadrato di FQ, o di AE eguale al rettangolo contenuto 
dalle rette date M, e N, ed essendo lo stesso quadrato di AE egua- 
le al rettangolo di AQ in QB, ne segue che AQxQB=MxN, ov- 
vero le rette AQ, QB sono reciprocamente proporzionali alle rette 
Al, e N, e fanno la somma data AB. li che bisognava fare. 

* 415. Scolio. E manifesto che con la stessa costruzione si po- 
trebbe dividere una retta data AB in parti reciprocamente pro- 
porzionali a due rette date M, e N. 

* 416. Problema Vili. Costruire un rettangolo equivalente ad 
un quadrato dato Q, e tale che i lati adiacenti di essa rettangolo 
abbiano fra loro una differenza data ( fig. 108 ). 
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Soluzione. Sia CB la metà della differenza data. Fatto centro 
in C, e col raggio Cii si descriva una circonferenza. All'estremità 
del raggio Cli si conduca la tangente BA , cbe si faccia eguale al 
lato del quadrato proposto ; indi si cougiunga il punto A col cen- 
tro C, e si prolunghi AC ùnchò incontri la circonferenza nel punto 
E. Dico che AE, ed AD sono i lati adiacenti del rettangolo richie- 
sto. Infatti il rettangolo di A E in AD è uguale al quadrato di AB 
( n° 38!) ); ed oltre a ciò la differenza delle rette AE, AD, è uguale 
a DE , ossia alla differenza data . poiché DE essendo diametro è 
doppio del raggio CB, che è la metà della differenza data. 11 che 
bisognava fare. 

* 417. Scolio, lì evidente che questo problema è sempre pos- 
sibile. 

* 418. Problema IF. Trovare due rette che sieno reciproca ■ 
niente proporzionali a due rette date, M, e N, ed abbiano tra lo- 
ro una differenza data ( fig. 108 ). 

Soluzione. Questo problema riducesi al precedente. Infatti sia 
CB la metà della differenza data ; si descriva col centro in C, e col 
raggio CB una circonferenza, indi si conduca la tangente AB, che 
sia eguale ad una media proporzionale tra le due rette date M. e 
Ti : linalmeute si congiunga il punto A col punto C , e si prolun- 
ghi AC in E : le rette AE, AD saranno le rette richieste. Perocché 
da una parte il quadrato di AB è uguale al rettangolo di AE in 
AD, e dall’altra parte lo stesso quadrato di ABc uguale al rettan- 
golo compreso dalle rette M, e N : quindi sarà AEXAD=MxN , 
ossia le rette AE, AD sono reciprocamente proporzionali alle due 
rette date Iti, e IV, ed hanno inoltre la differenza data DE, poiché 
DE è doppia di CB. Il che bisognava fare. 

CAPITOLO VI. 

de' ronconi iscritti e circoscritti al cerchio 

419. Diluizione I. Un poligono dicesi iscritto nel cerchio, 
quando ciascuno de’ suoi angoli ha il vertice sulla circonferenza , 
in tal caso il cerchio si dirà circoscritto al poligono. 

420. Definizione 11. Un poligono è circoscritto al cerchio, se 
ciascuno dei suoi lati è tangente alla circonferenza ; ed allora il 
cerchio si dirà iscritto al poligono. 

421. La teorica, che andiamo ad esporre, appartiene special- 
mente alla iscrizione e circoscrizione de’ poligoni regolari al cer- 
chio e però giova ricordarsi che dicesi regolare (n° 132) un poli- 
gono, quando c equilatero cd equiangolo. 

Vi sono poligoni regolari di ogni numero di lati. 11 triangolo 
equilatero è quello di tre lati, il quadralo quello di quattro; e ve- 
dremo in questo capitolo come si costruisca il poligono regolare 
di cinque lati, di sei, ec. 
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rllOPOSIZIONE cil — tboh ' è ma . 

422. In ogni triangolo può isc rie ersi, e ad ogni triangolo può 
circoscriversi un cerchio ( fìg- 1 10 ). 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque ; si divida in due parti 
eguali l’angolo A con la retta AO(n° 94), e 1 angolo 2? colla retta 
BO, e dal punto d’incontro 0 delle due rette si abbassi la perpen- 
dicolare OF sul lato AC ; indi col centro in O, e col raggio OF 
descriva un cerchio ; dico che questo sarà iscritto al triangolo. 

Infatti, si conduca OD perpendicolare ad AB, ed OE a BC. Nei 
triangoli AOF, ADO gli angoli in F, e D sono retti, l’angolo DAO 
=*OAF per costruzione, ed il lato AO è comune , perciò saranno 
eguali i due triangoli, ( n° 8l ), e si avrà OF—OD. Nello stesso 
modo si dimostra che 0Dz=0E ; dunque il cerchio è iscrìtto al 
triangolo. 

La seconda parte della proposizione è evidente, dappoiché per 
tre punti A, B, C non in linea retta, può sempre passare una cir- 
conferenza. Il che bisognava dimostrare. 

423. Scolio. È facile vedere che le tre rette OA , OB, OC che 
dividono in due parti eguali i tre angoli di un triangolo concorro- 
no in un medesimo punto. 

PROPOSIZIONE CXI,I TEOREMA. 

424. Ad ogni polìgono regolare può essere iscritto e circoscrit- 
to un cerchio ( fìg. 1 12 ). 

Dim Sia ABE un poligono regolare ; se per i punti /, e K di 
mezzo de’lali AB BC si conducano su questi lati le perpendicolari 
IO , KO. il punto d’incontro 0 sarà il centro del cerchio che passa 
per i tre punti A, B, C ( n" 392 ) -, dico ora che questo cerchio 
passerà ancora pel |>uiilo D, vale a dire che OD=OC. Infatti i trian- 
goli isosceli AOB, OBC sono eguali perchè hanno i tre lati respet- 
tivamente eguali ; dunque l’angolo OB 4=OBC, e la retta BO di- 
vide langolo B in due parti eguali, ma 1’ angolo OBC=zOCB, ed 
è poi l'angolo ABC=BCD, dunque OC divide 1’ angolo BCD per 
mezzo, e quindi risulteranno eguali i triangoli OCB=OC D aven- 
do un angolo eguale compreso fra lati rispettivamente eguali. 
Laonde si avrà OD=OC , e nello stesso modo si dimostrerà che 
OD=OE—OF. 

Rimane a dimostrare che il cerchio descritto col centro in O e 
col raggio 01 è iscritto al poligono ABE , ma ciò è manifesto es- 
sendo le corde eguali AB, BC, CD, ec, equidistanti dal centro. 11 
ehe bisognava dimostrare. 

425. Scolio /. Il punto 0, centro comune del cerchio iscritto e 
del cerchio circoscritto si considera ancora come centro del poli- 
gono regolare , e per questa ragione gli angoli AOB, BQC COI), 
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cc. diconsi angoli al centro del poligono, li manifesto che tutti gii 
angoli al centro d'un poligono regolare sono eguali fra loro, e che 
il valore di ciascuno di essi si ottiene dividendo la somma di tutti 
gli angoli al centro , ossia quattro retti , pel numero de’ lati del 
poligono. 

426. Scolio li. Si noti ancora che se si divida la circonferenza 
in un numero qualunque di parti eguali AB, BC, CD, ec. (fig.112) 
e si uniscano i punti di divistone A , B , C, ec . con altrettante 
corde, il poligono iscritto ABCDEF sarti un poligono regolare. 

Infatti essendo eguali gli archi AB, BC, CD, ec. saranno eguali 
le corde AB, BC, CD, ecc., come pure gli angoli ABC, BCD, CDE 
ecc., perchè iscritti in eguali segmenti di cerchio. 

Se dunque si sapesse dividere la circonferenza in quel numero 
di parti eguali che si vuole, si potrebbe iscrivere in un cerchio da- 
to qualunque poligono regolare. Ora questo problema non ammet- 
te soluzione generale, appunto perchè con la riga ed il compasso 
non si può dividere la circonferenza in qualsivoglia numero di 
parti eguali. Ne’ seguenti problemi vedremo quali sono i poligoni 
regolari che si possono iscrivere in »u cerchio dato, e per conse- 
guenza circoscrivere; essendo queste due cose, come si vedrà, in- 
timamente connesse Ira loro. 

PROPOSIZIONE CXLlI — PROBLEMA. 

427 . Iscrivere un quadrato in un cerchio dato ( fig. 113). 

Soluzione. Si conducano due diametri AC, BD che si taglino 
ad angoli retti, e si uniscano le estremità A, B, C, D, colle corde 
JB, BC, CD, DA ; la figura ABCD sarà il quadrato iscritto, per- 
chè essendo eguali gli angoli al centro, gli archi AB, BC ec. ri- 
sultano eguali, e però il poligono sarà regolare ( n° 426): ina ha 
quattro Iati, dunque è un quadrato. Il che bisognava fare. 

428. Scolio. 11 triangolo ABO essendo rettangolo ed isoscele, ne 
risulta che il quadrato di aB è doppio del quadrato di AO. Quindi si 

avrà AB : AO II 2 : 1, ovvero ( n° 238 ) AB : AO ; [/‘2 : J, 
vale a dire che il lato del quadrato iscritto sta al raggio come la 
radice quadrata di s sta all’unità. 

Applicando lo stesso ragionamento al triangolo rettangolo ed 
isoscele BDA si troverà che la diagonale BD del quadrato sta al 
lato AB come 1, onde queste due linee sono incommensura- 
bili ; il che era stato dimostrato in altro modo ( n° 198 ). 

PROPOS1ZIOHE CXLlII PROBLEMA. 

429. Iscrivere uu esagono regolare, ed un triangolo equilate- 
ro in un cerchio dato (fig. 114). 

Soluzione Supponiamo il problema risoluto, e sia All un iato 
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dell’esagono iscritlo ; se si tirino i raggi OA, OB , dico che il trian- 
golo AOB è equilatero. Imperocché essendo per ipotesi l’arco AB 
la sesta parte della circonferenza, sarà l’angolo al ceutro AOB la 
sesta parte di quattro retti, o la terza di due retti ; per conseguen- 
za gli angoli A, B del triangolo isoscele AOB equivalgono insie- 
me a due terze parli di due retti, e però ciascuno di essi è la terza 
parte di due retti. Laonde il triangolo AOB è equiangolo, e quindi 
equilatero. Dunque il lato dell’esagono iscritto è uguale al raggio; 
e per conseguenza portando il raggio sei volte sulla circonferen- 
za si avrà poligono cercato. 

Se ora si conducano le rette AC , CE, EA, il triangolo iscritto 
che ne risulta sarà equilatero, dappoiché le rette -accennate sono 
le corde degli archi egua'i ABC , CDE , EFA. Il che bisognava 
fare. 

430 Scolio. La Ggura ABCO essendo una losanga , sarà (n° 
333 ) il quadruplo quadrato di AB eguale alla somma dei quadrati 
di AC, e di BÙ; ma AB=BO, dunque il quadrato di AC sarà tri- 
plo del quadrato di AB. Laonde se AB= 1, si avrà AC=\/ 3, va- 
le a dire che. 

il lato del triangolo equilatero iscritto sta al raggio come la 
radice quadrala di 3 sta all'unità. 

riSOPOSIZlONE CXIIV PROBLEMA. 

431. lucri cere in un cerchio dato un decagono , ed un pentago- 
no regolure ( lig. 115). 

Soluzione. 1°. Si divida il raggio AO in inedia ed estrema ra- 
gione nel punto M (n° 411); indi col centro in A e con un rag- 
gio =M0, ossia al segmento maggiore si descriva un arco che ta- 
gli la circonferenza nel punto B, la corda AB sarà il lato del de- 
cagono richiesto, infatti, si conduca il raggio OB, e la retta BM. 
K poiché per costruzione AO : OM ; ; OH : MA, ed è MO—AB, 
si avrà AO : AB ; ; AB : MA. e quindi il triangolo ABO sarà si- 
mile (n° 295) al triangolo AMB perchè hanno un angolo comune 
A compreso fra lati proporzionali, ma il primo è isoscele, dunque 

10 è ancora il secondo, e sarà AB=BM=lUO, e per conseguenza 

11 triangolo BMO risulterà pure isoscele. Laonde l’angolo AMB 
esterno al triangolo MOB sarà doppio dell’angolo 0 : ma l’angolo 
AMBz=.MAB—ABO\ dunque il triangolo isoscele AOB è tale che 
ciascuno de’ suoi angoli alla base è doppio deU’angolo al vertice 
O, il quale sarà perciò la quinta parte di due retti, o la decima par- 
te di quattro retti. Dunque l'arco AB è la decima parte della cir- 
conferenza, e la corda AB è ii lato del decagono regolare iscritto. 

2°. Unendo di due in due alternativamente i vertici del decago- 
no regolare iscritto, si avrà evidentemente il pentagono regolare 
iscritto. II che bisognava fare. 
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proposizione r.xLv — problema. 

432 1 scrivere in un cerchio dato un pentedecagono regolare 
(Cg 115). 

Soluzione. Si adatti nel cerchio una corda AL eguale al lato 
dell’esagono, e, partendo dallo stesso punto A la corda AB eguale 
come qui sopra al lato del decagono, la corda dell’arco BL sarà 
il lato del pentadecagono regolare richiesto. 

Infatti, essendo l’arco AL la sesta parte, o fj della circonferen- 
za, e l’arco AB la decima parte, o f-j della circonferenza medesi- 
ma, l’arco BL, differenza de’due archi accennati, sarà fj, ovvero 
J- della circonferenza: e per conseguenza la corda BL sarà il la'o 
del pentedccagono regolare. Il che bisognava fare. 

433. Scotio I. Un poligono regolare essendo iscritto al cerchio 
se si dividano gli areni sottesi dai suoi lati in due parti eguali , e 
si conducano le corde delle metà degli archi, si avrà un poligono 
regolare iscritto di un numero doppio di lati. 

i.aonde il quadralo può servire ad iscrivere successivamente i 
poligoni regolari di 8, 16, 32, ec. lati: Il decagono quelli di 20, 
40, 80. ee. lati; il pentedecagono quelli di 30. 60, 120, ec. lati. 

431. Scolio II. Sia BC (fig. 120), un lato di un poligono rego- 
lare iscritto. Se si divida 1' arco BDC in due parti eguali , e dal 
punto di mezzo D si tirino le corde DB, DC , fa somma di queste 
due corde sarà maggiore della corda BC. Parimente se si divida 
l’arco BD per mezzo nel punto E, l’arco DC anche per mezzo nel 
punto O, e si tirino le corde BE, DE, DO CO, la somma di que- 
ste quattro corde sarà maggiore della somma delle due BD, CD. 
Dividendo ciascuno degli archi BE, DE, DO, CO in due parti 
eguali, e tirando le corde , la somma delle olio corde , che nc ri- 
sultano sarà maggiore di quella delle quattro precedenti , e con 
più ragione di quella delle due Bl) , CD. Dicasi lo stesso della 
somma di 16, 32, 61, ecc., corde indefinitamente; eperò 

J lati dei poligoni regolari iscritti vanno sempre diminuendo, ed 
al contrario le loro somme, ossiano i perimetri dei poligoni, vanno 
sempre crescendo ed accostandosi alla circonferenza del cerchio. 

PROPOSIZIONE CXLVI TEOREMA. 

* 435. Il quadrato del lato del pentagono regolare iscritto è 
uguale al quadralo del raggio più il quadrato del lato del deca- 
gono regolare iscritto nel medesimo cerchio ( Cg. 116). 

Dim Sia ABCDE il pentagono regolare iscritto. L’ angolo al 
centro BOA è f di un retto ( n° 425 ), per conseguenza ciascuno 
degli angoli OAB, OBA è - di un retto. Ora, se divida l’arco BEA 
in due parti eguali, ciascuna delle corde BE, E A sarà un Iato del 
decagono, e l’angolo al ceniro AOE sarà j di un retto. Ciò pre- 
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messo, si divida l’arco FA per mezzo nel punto G, e si conducano 
le retle OG, FM ; le rette MA, MF, saranno eguali come oblique 
equidistanti dalla perpendicolare OG, e però il triangolo FAM sa- 
rà isoscele, e simile al triangolo isoscele AFB col quale ha 1' an- 
golo A di comune, dal che risulta la proporzione AM : AF ; ; AF : 
AB, dalla quale si deduce (n°2l 1) che il quadrato di AF è uguale 
al rettangolo di AB in AM. 

Parimente il triangolo BOM di cui due angoli OBM, BOM val- 
gono ciascuno f di un retto è isoscele e perciò simile al triangolo 
isoscele BOA col 'quale ha di comune l’angolo B, onde si ha la pro- 
porzione MB : BO \ ; BO : AB, da cui si ricava ( n° 21 1 ) che il 
quadrato di BO è uguale al rettangolo di AB in MB. Or si è dimo- 
strato (n° 320) che il quadrato di AB è uguale alla somma de’ due 
rettangoli di AB in AM, e di AB in MB, dunque il quadralo di 
AB è uguale alla somma de’ quadrati di AF, e di OB. 11 che biso- 
gnava dimostrare. 

430. Scolio. E facile ora determinare il lato del quadrato, del 
triangolo equilatero, del decagono, c del pentagono, essendo dato 
il raggio AB ( fìg. 117) del cerchio, in cui quei poligoni devono 
essere iscritti. Infatti , se AB rappresenta il raggio del cerchio , 
s’innalzi ad esso la perpendicolare BC=AB, e si tiri AC\ sarà que- 
sto il lato del quadrato. Sopra AC si alzi la perpendicolare DC= 
AB, e si conduca DA, sarà questo il lato del triangolo equilatero 
iscritto, dappoiché il quadrato di AD risulta triplo del quadrato del 
raggio AB. Finalmente si divida il raggio AB in media ed estre- 
ma ragione nel punto E, e sia EB il segmento maggiore; questo 
sarà il lato dei decagono, e la congiungente CE sarà il lato del 
pentagono. 

pnorosiziONE cxlvii — PROBLEMJ. 

437. Essendo iscritto in un cerchio un poligono regolare, si può 
sempre circoscrivere al cerchio medesimo tyi poligono simile 
(f,g 118). 

Dim. Sfa ahd il poligono iscritto ; si dividano gli archi ab, bc 
ecc. ciascuno in due parti eguali ne’ punti m , n, k, l, r, e per que- 
sti punti si tirino le tangeuti AB, BC, CD, ecc.; dico che il poli- 
gono ABU formato dall’incontro di queste tangenti è simile ad abd. 

Infatti essendo eguali gli archi mr, mn, nk, ecc, le loro corde 
sono pure eguali, per conseguenza saranno eguali i triangoli rAm , 
mBn, nCk, ecc., che hanno queste corde eguali per basi, e gli an- 
goli adiacenti eguali, perchè ciascuno di essi è formato da una tan- 
gente e da una corda, ed ha per misura la metà di un arco eguale 
all'arco mr (n° 380 ). Da questi triangoli isosceli ed eguali si ri- 
cava subito che le tangenti AB. BC, CD, ec. sono tutte eguali fra 
loro, come pure gli angoli A, B; C. ec. ; e però il poligono circo- 
scritto sarà regolare e simile all’iscritto (n° 316). Il che bisogn ava 
dimostrare. 
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438. Corollario. $e è dato il poligono circoscritto ABD , tiran- 
do le corde mr. mn, nk ccc., il poligono iscritto che ile risulta sa- 
rà simile al circoscritto. Parimente è facile vedere che se si divi- 
dono per metà gli archi mr, mn, nk, ecc., c si congiungono i punti 
di mezzo a, b. c, ecc-, il poligono abd che ne nasce é anche simi- 
le ad ABD. Infatti , gli archi amb, bno, ckd, ecc. sono eguali, e 
per conseguenza il poligono abd è regolare , ed ha lo stesso nu- 
mero di lati del poligono ABD. 

439. Scolio. Se si considerino le tangenti AB, AC ( fig. 120 ) 
che sono metà di Iati del poligono circoscritto corrispondente allo 
iscritto che ha per lato BC, sarà AB-t-AC^BC; e per conseguen- 
za si vede primieramente che il lato del poligono circoscritto è mag- 
giore del lato del corrispendente poligono iscritto. Per passare al 
poligono circoscritto di un doppio numero di lati, basterà condur- 
re la tangente MN-. e poiché si ha MN^AM-y- AN, la somma delle 
quattro tangenti BM, MD. DJS, JVC, che equivalgono a due lati del 
poligono circoscritto, sarà minore della somma delle due tangenti 
BA, AC, ossia del lato del poligono precedente. Sono poi le quat- 
tro tangenti indicate maggiori delle due corde BD, DC,cioè la som- 
ma di due lati del poligono circoscritto è maggiore di quella di due 
lati del corrisponderne poligono iscritto. Continuando allo stesso 
modo, alle quattro corde BE, DE, DO, CO, corrisponderanno otto 
tangenti, ossiano quattro lati del correlativo poligono circoscritto; 
e la somma di quelle otto tangenti sarà minore della somma delle 
quattro precedenti, e con più ragione delle due AB, AC, mentre 
sarà maggiore della somma delle quattro corde corrispondenti. 
Dunque raddoppiando successivamente il numero delle tangenti e 
delle corde, e tenendo presente ciò che si è dimostrato ( n° 434 ) 
rispetto ai poligoui iscritti si potrà stabilire. 

1° / lati dui poligoni iscritti e circoscritti divengono sempre 
piti piccoli. 

2.° / perimetri de poligoni iscritti ranno sempre crescendo, e 
quelli de' circoscritti sempre diminuendo 

3°/ perimetri de’ poligoni iscritti , e quelli de poligoni circo- 
scritti si avvicinano sempre fra loro per valore e per posizione, 
e gli uni e gli altri si accostano pure alla circonferenza interme- 
dia del cerchio. 

rr.orosizioNE cxlviii — teoremi. 

440. L'aja di un poligono regolare ha per misura il prodot lo 
del suo perimetro moltiplicato per la metà del raggio del cerchio 
iscritto ( 112). 

Dim. Imperocché, se dal centro 0 del poligono regolare ABE 
si conducano a tutù i vertici di esso le rette OA, OB, OC, ec., si 
dividerà questo poligono in tanti triangoli isosceli eguali , quanti 
sono i suoi lati. Ma Taja di uno di questi triangoli AOB ha per rai- 

l!T 
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stira' il prodotto della sua base AB moltiplicata per la metà della 
sua atterza 01 . raggio del cerchio iscritto nel poligono ; dunque 
l’aja di quest'ultimo avrà per misura il prodotto della somma delle 
basi de’ triangoli, cioè del suo perimetro moltiplicato per la metà 
del raggio del cerchio iscritto. Il che bisognava dimostrare. 

441. Scolio. Si noti che il raggio O/del < erchio iscritto prende 
ancora il nome di apolema del poligono regolare ; e che il rag- 
gio OA del cerchio circoscritto si chiama talvolta raggio del po- 
ligono regolare. 

FHOrOSlZIONE CXLIX — TEOREMA. 

442. 1 perimetri de' poligoni regolari d' un medesimo numero 
di lati stanno come i raggi de' cerchi iscritti e circoscritti ; e le 
loro aje come i quadrali di questi medesimi raggi ( fig 111) 

Dim. Siano ABD, abd due poligoni regolari dello stesso nume- 
ro di lati ; e dinotino AO, ao, i raggi de’ cerchi circoscritti, ed OH, 
oh quelli de cerchi iscritti. 

Essendo l’angolo A=a , le loro metà, cioè gli angoli OAII, oak 
saranno eguali ; e perciò risulteranno simili i due triangoli rettan- 
goli OAJI , oah, onde si avrà. 

AII : ah II AO : ao II OH : oh. 
ed elevando a quadrato i termini di queste proporzioni sarà pure 

AH : ah II AO : ùo II OH : oh . 

Ma i perimetri de’ poligoni simili ABD, Distanno come i lati AB, 
ab, o come le loro metà AH, ah. e le aje degli stessi poligoni 
stanno come i quadrati di questi medesimi lati, o delle loro metà ; 
dunque la proposizione enunciata diviene manifesta, poiché i poli- 
goni regolari di uno stesso nnmero di lati sono simili (n° 316 ). Il 
che bisognava fare. 

CAPITOLO VII. 

CELLA MISURA DEL CERCHIO. 

443. La trasformazione di un poligono in un triangolo equivalen- 
te ( n° 283 ) e quella di un triangolo in un quadrato ( 341 ) equi- 
valente ci ha dato il mezzo di ottenere la quadratura di un poligono 
qualunque. Rimane ora a vedere se si può trasformare il cerchio in 
un triangolo, e quindi in un quadrato equivalente ; dappoiché sen- 
za questa trasformazione sarebbe impossibile ottenerne la misura. 

proposizione cl— ■ lemma. 

444. La circonferenza del cerchio « può considerare come il 
perimetro di un poligono regolare di un numero infoilo di lai i 
< %• 120 ), 
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Dim. Sia BOLI la circonferenza di un cerchio ; e dinoti la corda 
BC il lato di uii poligono regolare iscritto, e le tangenti AB, AC 
siano le metà di due lati del corrispondente poligono circoscritto. 
Si è dimostrato (n° 439) che raddoppiando successivamente il nu- 
mero de’ lati de’ poligoni iscritti e circoscritti, essi lati divengono 
sempre più piccoli, ed i perimetri de’ poligoni si avvicinano sempre 
fra loro ed alla circonferenza intermedia del cerchio. Or dico che 
la lunghezza de’ lati accennati, a forza di raddoppiarne il numero, 
deve diminuire al di sotto di qualunque lunghezza data. 

Infatti, se un lato qualunque BD, JlfN di poligono iscritto o cir- 
coscritto non potesse diminuire al di sotto di uno certa parte K del 
diametro BL, siccome il numero de’ lati di tali poligoni si può ac- 
crescere indefinitamente cosi la lunghezza K si troverebbe mol- 
tiplicata per un numero tanto grande quanto si vuole, e per con- 
seguenza il prodotto che ue risulterebbe , cioè il perimetro del 
poligono circoscritto, o del poligono iscritto, sarebbe maggiore di 
qualunque grandezza data, il che è assurdo; perocché siè dimostra- 
to (n° 43'J) che il perimetro del poligono circoscritto è sempre mi- 
nore del perimetro del poligono i cui lati sono doppi di AB , BC ; 
ed il perimetro del poligono iscritto è sempre minore di quello del 
circoscritto corrispondente. 

Dunque le lunghezze de’ lati de’ poligoni iscritti e circoscritti 
non possono nella loro progressiva diminuzione avere un limite fi- 
nito, ma debbono divenire infinitamente piccole, cioè debbono di- 
minuire al di sotto di qualunque lunghezza data ; e quindi i peri- 
metri de’ poligoni iscritti e circoscritti dovranno avere per limite 
una linea curva , perchè solo in una linea di tal natura non si di- 
stinguono elementi finiti rettilinei ( n° 6). E poiché i perimetri dei 
poligoni regolari iscritti nel continuo loro incremento non possono 
uscir fuori della circonferenza del cerchio, e viceversa i perimetri 
de’ poligoni circoscritti nella loro progressiva diminuzione non pos- 
sono penetrare dentro del cerchio medesimo ; ne segue evidente- 
mente che la circonferenza del cerchio è la linea curva limite co- 
mune degli uni e degli altri perimetri ; e però la circonferenza del 
cerchio si può considerare come il perimetro di un poligono rego- 
lare di lati infinitamente piccoli, o ciò che vale lo stesso, come il 
perimetro di un poligono regolare di un numero infinito di lati. 11 
che bisognava dimostrare. 

445. Corollario. I. Poiché la circonferenza del cerchio è il mas- 
simo fra tutti i perimetri de’ poligoni regolari iscritti, ed il mini- 
mo fra tutti i perimetri dei poligoni circoscritti, si può ora conehiu- 
dere che. 

La circonferenza del cerchio è maggiore del perimetro di ogni 
poligono regolare iscritto , e minore del perimetro di qualunque 
poligono regolare circoscritto (*). 



(*) Archimede stabilisce come principio geometrico che di due linee o 
curve 0 composte di rette, le quali terminano agli stessi punti c rivolgono 
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* 446. Corollario II. Apparisce ancora da questo teorema che 
raddoppiando indefinitamente il numero de'iati de’poligoni regolari 
iscritti e circoscritti, si può is erigere e circoscrivere al cerchio un 
poligono regolare che differisca dal cerchio medesimo di unaquan- 
tità minore di qualunque assegnabile. 

PROPOSIZIONE GLI — TEOREMA. 

447. Il cerchio ha per misura il prodotto della sua circonfe- 
renza per la metà del raggio ( fig. 1 18 ). 

Dim. Sia il cerchio abc. Dico che ha per misura il prodott o 
della sua circonferenza mnkr per la metà del raggio Om. 

Infatti, il poligono regolare ABCDE circoscritto al cerchio ha 
per misura il prodotto del suo perimetro per la metà del raggio 
Om ( n° 440). Ma la circonferenza mnkr può considerarsi come 
il perimetro di un poligono regolare di un numero infinito di lati 
(n° 444), dunque il cerchio abc deve aver per misura il prodotto 
della sua circonferenza per la metà del raggio. 11 che bisognava 
dimostrare. 

448. Corollario. Poiché il triangolo ha per misura il prodotto 
della base per la metà dell'altezza ne segue che 

Il cerchio è equivalente ad un triangolo rettangolo SPQ , di 
cui un cateto rappresenta la circonferenza, e l'altro il raggio. 

Altra Dimostrazione. 

* 449. Se è possibile, sia il cerchio mkl ( fig. 118 ) maggiore 
del triangolo E. S’iscriva iu questo cerchio un poligono regolare 
abede che differisca dal cerchio medesimo di una quantità minore 
dell eccesso del cerchio sul triangolo ( n° 4)6): un tal poligono 
sarà esso pure maggiore del triangolo. Or, l’apotema, ossia il rag- 
gio del cerchio iscritto al poligono abede è minore di Om, raggio 



la concavità dalla medesima parte, è maggiore quella che comprende l’al- 
tra dentro di se. Applicando questo principio al cerchio ed ai poligoni rego- 
lari iscritti e circoscritti, ne segue che l’arco BDC ( fig. iso) é maggiore 
della somma delle cordo UD , ÙC . e minore di quella delle tangenti AB , 
AC ; e per conseguenza la circonferenza del cerchio BCL! è maggiore del 
perimetro di ogni poligono regolare iscritto, e minore del perimetro di ogni 
poligono regolare circoscritto. Or tutte le dimostrazioni fatte di quel princi- 
pio si riducono in fine a quella fatta qui sopra (n° 4441 ì v però risulta ma- 
nifesto che il principio di Archimede applicato al cerchio ed ai poligoni re- 
golari iscritti e circoscritti, è fondato, o piuttosto si confonde con 1’ altro , 
che la circonferenza del cerchio può considerarsi come un poligono rego- 
lare di un numero infinito di lati. Quindi un siffatto principio non serve ad 
altro se non a mascherare la considerazione dell’infinito, senza poterla esc In - 
dere effettivamente essendo inerente alla natura del soggetto, cioè al pus - 
saggio dalle linee rette alle curve. 
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del cerchio circoscritto; ed il perimetro a beile ciclo stesso poligo- 
no è minore della circonferenza mi/; per conseguenza 1' aja del 
poligono è minore dell'aia del triangolo (n° 568): ma doveva es- 
ser maggiore, dunque il cerchio non può esser maggiore del triau- 

g°l°. 

Supponiamo in secondo luogo che il cerchio sia minore del trian- 
golo. in questa ipotesi si circoscriva un poligono /ttìCD che dif- 
ferisca dal cerchio di una quantità minore dell'eccesso del trian- 
golo sul cerchio ; il poligono dovrebbe essere ancor esso minore 
del triangolo, il che non può sussistere; dappoiché l'apolema Om 
è uguale al raggio, ed il perimetro è maggiore della circonferen- 
za (n° 44b), perciò l’aja del poligono ABCD deve essere necessa- 
riamente maggiore di quella del triangolo. Dunque il cerchio non 
può essere nè minore nè maggiore del triangolo, ma dovrà esser- 
gli equivalente. Il che bisognava dimostrare (*j. 

450. Scolio. Se dunque si sapesse rettificare la circonferenza , 
cioè trovare una retta eguale alla circonferenza di un cerchio da- 
to. si potrebbe trasformare il cerchio in- un quadrato equivalente. 
Vedremo in appresso che la rettificazione della circonferenza non 
si può ottenere che per approssimazione; e per conseguenza il fa- 
moso problema della quadratura del circolo non si può risolvere 
rigorosamente. 



rnoPOiizioHB cui — teohemj. 

451. Le circonferenze de cerchi stanno fra loro come i rag gi, 
ed i cerchi come i quadrati de' medesimi raggi (fig. III). 

Dim. Infatti, i perimetri de’ poligoni regolari 4BCDE, abede di 
un medesimo numero di lati stanno fra loro come i raggi OH, oh 
de’ cerchi circoscritti ABD. ubd (n°442), e le loro aje come i qua- 
drati dei medesimi raggi. Ma le circonferenze di questi cerchi si 
possono considerare come perimetri di poligon regolari di un nu- 
mero infinito di lati ( n° 444 ), dunque le circonferenze de' cerchi 
stanno fra loro come i raggi , ed i cerchi come i quadrati degli 
stessi raggi. 11 che bisognava dimostrare (**). 



(*) Questa dimostrazione appartiene ad Archimide, che fu primo a dare 
la misura del cerchio. Essa è fatta col metodo di esauditone, il solo adope- 
rato dagli antichi geometri per mancanza de’ mezzi che ora possediamo. 

(**) E facile vedere che questo teorema avrebbe potuto dimostrarsi col 
metodo di esaustone, cioè con la riduzione all’assurdo, di cui abbiamo dato 
una idea sufficiente riportando nel n° 44 la genuina dimostrazione di Ar- 
chimede intorno alla misura del cerchio. Ma dalle considerazioni fatte nella 
nota al n° 443 apparisce chiaro che il pesante giro del m lodo di esausto- 
ne non fa che rendere diffìcili le dimostrazioni senza nuli aggiungere al 
rigore, perché ha bisogno del principio di A rchimede, il nuale co e v ed' in- 
aio si confonde in quanto al cerchio, con l’ altre, che la circonferenza si 
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452. Corollario. Apparisce da questo teorema che se si deaeri* 
vono tre semicerchi con i tre lati di un triangolo rettangolo ACB 
(fig. 119 ) presi per diametri, questi semicerchi staranno fra loro 
come i quadrati di questi tre lati. Ma il quadrato fatto sull' ipote- 
nusa AB è uguale alla somma de’ quadrati de’ cateti AC, BC, dun- 
que il semicerchio ACB è uguale alla somma de’ due altri ADC , 
BFC ; e però se si tolgano di comune i segmenti AEC, BGC. sa- 
rà il triangolo ACB equivalente alla somma de’ due spazj curvilinei 
ADC E, CFBG, che si chiamano Lunule d’ Ippocrale, perchè Ip- 
pocrate da Chio fu primo a conoscere la proprietà, di cui è parola. 

proposizione cuti — teorema . 

453. Il settore ha per misura il prodotto del suo arco per la 
metà del raggio (fig. 121 ). 

Dira. Col ragionamento fatto nel (n° 37 1 ) si può dimostrare che 
in un medesimo cerchio, o in cerchi eguali, il settore AOBM sta 
al settore EODN come l’arco AMB all’arco END. Ora, se l'arco 
END è un quadrante, il settore EODN sarà la quarta parte del 
cerchio ; per conseguenza il settore AOBM sta a 4 volle il settore 
EODN , ovvero al cerchio intero, come l’arco AMB a 4 volte l'ar- 
co END, ossia alla circonferenza. Si ha dunque la proporzione 
Settore : cerchio ; ; are. AMB : circonferenza, dalla quale, mol- 
tiplicando i termini della seconda ragione per la metà del raggio 
AO, risulta settore : cerchio ; ; are. AMB>C\ AO : circonf.>< j 
AO : e poiché i due conseguenti sono eguali, saranno eguali anche 
gli antecedenti ; onde il settore ha per misura il suo arco moltipli- 
cato per la metà del raggio. Il che bisognava dimostrare. 

454. Definizione, (n due cerchi differenti si chiamano archi si- 
mili, settori simili, segmenti simili, quelli che corrispondono ad 
angoli al centro eguali. Cosi l’angolo 0 (fig. 1 1 1) essendo eguale al- 
l’angolo o, l’arco AMB è simile all’arco amò , il settore AOMB si- 
mile al settore aobm , ed il segmento ABM al segmento abm. 

pnorosiziONE cliv — teorema . 

455. Gli archi simili stanno come i raggi, ed i settori simili co- 
me i quadrati di questi medesimi raggi (fig. 111). 

Dim. Sieno gli archi simili AMB, amò, ed i settori simili AOBM 
aobm ; sarà l’angolo 0 eguale all’angolo o. Ora 1’ angolo 0 sta a 



può considerare come il perimetro di un poligono regolare di un numero 
infinito di lati. E lo stesso deve dirsi delle dimostrazioni fatte col cosi detto 
metodo dei limiti, il quale non è che il metodo di esaustionc semplificato , 
perché quello non ha bisogno della riduzione all’assurdo, ma nondimeno ha 
bisogno sempre del principio di Archimede. 
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quattro angoli retti come l’arco AMB sta alla circonferenza intera 
(n°372), ed allo stesso modo l’angolo o, ovvero 0, sta a quattro 
retti come l’arco amò alla circonferenza : dunque gli archi AMB, 
ami stanno come le circonferenze di cui fan parte , ovvero come i 
raggi AO, ao. Per la medesima ragione i settori stanno come i cer- 
chi, ossia come i quadrati dei raggi AO, ao. 11 che bisognava di- 
mostrare. 



CAPITOLO Vili. 

della rettificazione della circonferenza e degli archi 

DEL CERCHIO 

456. Se si dinotano con C e C due circonferenze, c con R e Rf 
i loro raggi, i diametri saranno ‘IR, e 2 R', ed in virtù del teorema 
(n° 4SI; si avrà C : O ; ; ‘IR : 2 R', e permutando C : 2R ” C : 
2 R', ovvero ( n° 183 ). 

C _ C 
sR 2 R' 

Quindi apparisce che 

Il rapporto di una circonferenza al suo diametro è costante, 
ossia è lo stesso per qualunque cerchio. E però se questa quanti- 
tà costante fosse determinata, si avrebbe la rettificazione della cir- 
conferenza di un cerchio dato moltiplicando il suo diametro per la 
suddetta quantità costante. 

Si rappresenta comunemente con la lettera greca r il rapporto 
della circonferenza al diametro. Laonde moltiplicando r per 'IR. 
il prodotto 2 irR rappresenterà la circonferenza del cerchio, il cui 

£ 

raggio è R, poiché essendo t— — — , si ba 2rR=C. In conse- 

2n 

guenza di ciò, se si moltiplicherà la circonferenza 2irR per la me- 
tà del raggio , il prodotto r/P dinoterà il cerchio che ha R per 
raggio, vale a dire che 

Il cerchio è equivalente al quadrato del suo raggio moltipli- 
cato pel numero ir; e la circonferenza al doppio del raggio mol- 
tiplicato per lo stesso numero. 

Se dunque si potesse assegnare il valore esatto di ir, si avrebbe 
la rettificazione della circonferenza, e quindi la quadratura esatta 
del circolo: ma ciò non può ottenersi , essendo stato dimostrato dal 
sommo geometra tedesco Lambert che il rapporto della circonfe- 
renza al diametro è incommensurabile . Adunque non si può otte- 
nere il valore di ir che per approssimazione. Archimede fu primo 
ad occuparsi di una così importante ricerca, ed assegnò per valore 
approssimativo di ir la frazione vale a dire che posto il diame- 
tro eguale a 7, la circonferenza sarà approssimativamente eguale 
a 22. Questa approssimazione basta in quasi tutte le applicazioni 
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«Iella geometria alle arti. Un rapporto assai più approssimativo di 
quello di Archimede è dovuto ad Adriano Mezio geometra Olandese, 
che trovò T=f J-f . Finalmente si è avuta la pazienza di spingere 
l’approssimazione fino a 140 cifre decimali , delle quali le prime 
dieci sono 

*— 3, 1415926535. 

Una tale approssimazione basta per le applicazioni le più deli* 
cale della geometria ai problemi di Astronomia , di Meccanica , 
ecc... Laonde la quadratura esatta del circolo non avrebbe alcun 
vantaggio reale sulla quadratura approssimativa, di cui parliamo. 
Passeremo ora ad esporre uno de’procedimenti più elementari, coi 
quali si è giunto a trovare il valore a'pprossimativo di r. 

PROPOSIZIONE CLV LEMMA. 



'557. Essendo dati i raggi r ed II de' cerchi iscritto e circoscrit- 
to od un poligono regolare , trovare i raggi r 1 ed R' del cerchio 
iscritto e circoscritto ad un poligono regolare isoperimetro, cioè 
di equivalente perimetro, ma di un doppio numero di /afi(fig. 1 22). 



Soluzione Sia AC il lato del poligono dato, 0 il suo centro, B 
il punto di mezzo di AC ; si avrà OB=r, ed OA=R. Si prolun- 
ghi OB finché sia OD=OA, e si tirino le rette DA, DC. Il trian- 
golo AOD essendo isoscele, sarà l’angolo QAD—ODA, per con- 
seguenza l’angolo esterno AOB è doppio dell’angolo interno op- 
posto ODA: similmente si dimostra che l’angolo BOCè doppio del- 
l’angolo ODC, per cui l’angolo AOC sarà doppio di ADC. Di qui 
si deduce che l’angolo ADC equivale all’ angolo al centro di un 
poligono regolare che ha un numero di lati doppio di quello del 
poligono proposto. 

Ciò premesso, dal punto 0 si abbassi sopra AD la perpendico- 
lare 01, che dividerà AD per mezzo nel punto I, perchè il trian- 
golo AOD è isoscele. Ora conducendo IH parallela ad AC si ha 
IH : AC ; ; II) : AD ; dunque IH è metà di AC ; e quindi IH è 
il lato di un poligono regolare isoperimetro al poligono proposto 
e di un doppio numero di lati. G di più, si potrà considerare il 
punto D come il centro di questo poligono, in cui si avrà i 0M=r l , 
e DI=R'. 

Ora per la simiglianza de’triangoli IMD, ABD , si ha 
DM : DB ; ; DI : 'DA-, dunque DM è metà di DB\ e poiché BD= 
BOa-OD, ed OD=OA, si avrà 
r-t-.fi 

(I). 



Vale a dire che il raggio r 1 è medio proporzionale aritmetico fra i 
rag gi r ed fi (♦)■ 

(*) In quanto alla proporzione aritmetica vidi i trattati di Aritmetica:. 



Digitized by Google 





LIBRO III. 



121 

Inoltre nel triangolo rettangolo 01 D essendosi abbassata dal 
vertice dell’angolo retto la perpendicolare IM sulla ipotenusa, sa* 
rà DJ media proporzionale geometrica fra DO, DM , ovvero fra 
AO, DM. Quindi si avrà 

n‘=l/r'XjR . . : . (2) 

Ed ecco trovati i raggi de’cerchi iscritto e circoscritto al poli- 
gono isoperimctro al proposto e di un doppio numero di lati. 11 
che bisognava fare. # s 

PROPOSIZIONE CLVl — PROBIEMJ. 

458. Assegnare il rapporto approssimatilo della circonferenza 
al diametro (fig. 112). 

Soluzione. Giusta il principio di Archimede (n° 44 5), la circon- 
ferenza del cerchio circoscritto ad un poligono regolare ABD 
è maggiore del perimetro del poligono medesimo, mentre la cir- 
conferenza del cerchio IK iscritto è minore di quello stesso peri- 
metro. Quindi risulta manifesto che la circonferenza la quale fosse 
eguale al suddetto perimetro , dovrebb'essere compresa fra le due 
circonferenze summentovate; e poiché le circonferenze stanno come 
i raggi, si conchiuderà che il raggio di questa terza circonferenza 
dev’essere compreso fra i raggi de cerchi iscritto e circoscritto al 
poligono. 

Ciò premesso, si prenda per punto di partenza un quadrato (Cg. 
123) di cui un lato AC sia eguale a 2; il perimetro sarà 8 ; e si 
vuol trovare il raggio di una circonferenza di questa lunghezza , 
ossia della circonferenza isoperimetra. Il centro del quadrato tro- 
vasi nel punto 0 d’intersezione delle due diagonali; quindi il rag- 
gio del cer< hio circoscritto è OA, e quello dell'iscritto è la perpen- 
dicolare OB abbassata dal centro 0 sul Iato AC, che resta diviso 
per metà nel punto B. Or essendo OB=sAB, il raggio del cerchio 
iscritto sarà eguale ad 1; ed il raggio AO del cerchio circoscritto 
sarà eguale alla radice quadrata di 2, ossia l/T, perchè il trian- 
golo jiBO è rettangolo ed isoscele (n° 308). Dunque il raggio del 
cerchio, di cui la circonferenza è 8, si trova compreso tra I eJ/’aT 

Ciò posto, se nell'espressioni (I) ; e 12) della proposizione pre- 
cedente si ponga 1 in luogo di r, e l/~ain luogo di B, si avranno 
i valori dir 1 , e di Jt', cioè de’raggi de’cerchi iscritto e circoscritto al- 
l’ottagono regolare, di cui il perimetro è 8. Se si mettono questi 
nuovi valori in vece di r, e H nell’espressioni citale (1), e (2) , i 
valori che risulteranno, dinoteranno i raggi de’ cerchi iscritto e 
circoscritto al poligono regolare di 16 lati , di cui il perimetro è 
8. Proseguendo in questo modo, allorché si sarà giunto al poligo- 
no di 4096 lati , il raggio del cerchio iscritto sarà espresso da 
1 ,273239, e quello del circoscr tto da 1,273239. Quindi si vede 
che per un poligono di 4096 Iati, di cui il perimetro è 8, la diffe- 
renza tra i raggi de’cerchi iscritto e circoscritto è minore di una 

1C 
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unità della sesia cifra decimale. Ora essendo il lato del quadralo 
circoscritto ad un cerchio eguale al diametro , ne segue che la 
circonferenza di un cerchio qualunque è sempre minore del qua- 
druplo del diametro, ovvero di 8 volte il suo raggio; e però se la 
differenza fra i raggi di due cerchi qualunque è uno, la differenza 
fra le loro circonferenze dovrà esser minore di 8. Laonde la dif- 
ferenza tra le circonferenze de’eerchi iscritto e circoscritto al po- 
ligono di 4096 lati è minore di 8 unità del sesto ordine decimale, 
e perciò minore di una unità del quinto ordine. Limitandoci a 
questa approssimazione, si può prendere il perimetro costante dei 
poligoni , che si è supposto eguale ad 8 , per una di queste due 
circonferenze, dappoiché esso è compreso fra loro, vale a dire si 
può prendere quel perimetro per la circonferenza di cui il raggio 
e 1,273239. Quindi una circonferenza eguale a 8 ha il raggio e- 
guale ad 1,273239. Il rapporto tra questa circonferenza ed il suo 
diametro, ovvero il rapporto tra la semicirconferenza ed il raggio 
è dunque 

T273239 ’ ° SS,a T27M9- =3 ' hlj9 ' 



Però limitando l’approssimazione a cinque cifre decimali si ha 
*•=3.14159. 

459. Scolio. La rettificazione degli archi di cerchio si deduce 
facilmente da quella della circonferenza, premettendo che la cir- 
conferenza si suole dividere da’ geometri in 360 parti eguali,. che 
si chiamano gradi, ed ogni grado in 60 minuti, ed ogni minuto in 
60 secondi. 

Per indicare un arco di un d alo numero di gradi, minuti, e se- 
condi, per esempio, di 48 gradi, 35 minuti, 24 secondi, si scrive 
48° 35' 24". Ciò posto, se si dinoti con A la lunghezza d’un arco, 
con TV il numero de’gradi, minuti, e secondi di cui si compone, e 
con C la lunghezza della circonferenza alla quale appartiene , si 
avrà evidentemente 



da cui si ricava A=s 



A-.C\ 
CXN 
360° * 



: N : 360° 



vale a dire che per avere la lunghezza d’un arco , convien mo Iti- 
plicare quella della circonferenza cui appartiene pel numero dei 
gradi di cui si compone, e dividere il prodotto per 360. 
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nota prima ( pagina 79 ) 

Sui quadrati e rettangoli delle linee variamente divise. 

Nei Cap. IV. trovasi esposta tutta la teorica de’ quadrali c dei 
rettangoli delle linee variamente divise ; solamente abbiain trala- 
sciato un teorema, che non trovasi più nelle moderne istituzioni di 
geometria, perchè non è necessario, e da un'aìlra parte è conse- 
guenza immediata delle proposizioni 97 e 98. Purtuttavolla abbiain 
stimato di riportarlo in questo luogo. 

Il quadralo fatto stilla somma di due rette meno il quadrato 
fatto sulla loro differenza è uguale al quadruplo rettangolo con- 
tenuto dalle rette medesime ( fig. 69 ). 

Sia rIC la somma delle due rette date CO ed AO: fatta OB=^AO, 
sarà 1IC la differenza delle rette medesime. Or dico che il quadrato 
di AC meuo il quadrato di BC è uguale al quadruplo rettangolo 
di OC in AO. 

Sopra AC si descriva il quadralo ACDE, si prenda AF=.lB, c 
si tiri FG parallela ad AC, tiH parallela a DC, ed OK parallela 
alla stessa DC. 11 rettangolo KOCG ha per base OC, e per altezza 
0 K=AE=AB— 2 A 0 ; por conseguenza è doppio del rettangolo 
di OC in AO. Ma per la proposizione 97 il rettangolo 1JBCG è ti- 
gnale al rettangolo EF1 H , ed il rettangolo KOBI è uguale al 
rettangolo FAOK , perchè hanno eguali basi, c la stessa altezza , 
dunque il rettangolo KOCG , è uguale alla somma de’ due rettan- 
goli EF IH, e FAOK, onde questa somma sarà eguale al doppio 
rettangolo di OC in AO', c però se dal quadralo ACDE si toglie la 
figura IIIGD, cioè il quadrato di BC, lo spazio rimanente sarà e- 

3 uivalcnte al quadruplo rettangolo di OCiu AO. 11 che bisognava 
imostrare. 

Euclide enuncia il teorema precedente come segue: 

Se una linea retta OC sia segata in qualunque modo ; i! rettan- 
golo contenuto quattro volte da tutta la linea e da una delle parti 
OB insieme col quadrato dell ’ altra parte BC, sarà eguale al qua- 
drato di AC che si fa da tutta la linea OC , e dalla detta parte 
OB. siccome da una sola linea. 

Questa enunciazione sfugge facilmente dalla memoria ; ed oltre 
a ciò la dimostrazione, che ne ha dala Euclide, è una delle più 
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lunghe e delle più intralciate tra quelle che trova usi nel lib. 2 da- 
gli elementi di quel geometra. 

nota seconda ( pag. 122) 

Sul rapporto della circonferenza al diametro 

Fra i metodi immaginati dai geometri, a (ine d’assegnare il rap- 
porto della circonferenza al diametro, merita di esser conosciuto 
quello dovuto al celebre Giacomo Gregory. Esso poggia sul seguen- 
te problema. 

Essendo date le aje di un poligono regolare iscritto e di un po- 
ligono simile circoscritto , trovare le afe dei poligoni regolari 
iscritti e circoscritti di un doppio numero di lati (fig. 120 ). 

Sia BC il lato del poligono dato iscritto, PQ parallelo a BC, 
quello del poligono simile circoscritto, G il centro del cerchio; se si 
tirino la corda BD e le tangenti BM, CN, la corda BD sarà il la- 
to del poligono iscritto di un doppio numero di lati, e MN doppio 
di MD sarà quello del poligono simile circoscritto. E poiché la stes- 
sa costruzione avrà luogo ne’ differenti angoli eguali all’ angolo 
BGD, basterà considerare questo solo angolo. 

Ciò premesso, i triangoli BGF, BGD avendo la stessa altezza 
BF stanno come le basi GF, GD. Ma questi triangoli sono parti 
aliquote simili de’ poligoni iscritti, che hanno per Iati BC e BD , 
dunque dinotando con A e A' le aje di questi poligoni , s' avrà la 
proporzione. 

A. A .: GF. GD. 

Similmente, i triangoli BGD , PGD , il cui vertice comune è 
D, hanno la stessa altezza ; perciò stanno come le basi GB, GP , 
ovvero come GF, GD, perchè BF parallela a PD divide le rette 
GP, GD in parti proporzionali, dunque sarà 

BGD : PGD GF:: GD. 

Ma i triangoli BGD, PGD sono parti aliquote simili de’ poligo- 
ni, che hanno per lati BC, PQ, dunque indicando con B l'aja del 
poligono, il cui lato è PQ, risulterà 

A' : B ::-GF : GD. 

Or si è dimostrato più sopra che 

A : A‘ : : GF : GD, 

dunque sarà 

A : A' ; ; A' : B, vale a dire che il poligono A' 
è medio proporzionale fra i due poligoni dati A e B, e per conse- 
guenza si ha A'=\/AxB. ... (1) 

Resta ora a trovare l’aja del poligono, il cui lato è MN, la qua- 
le aja dinoteremo con B 1 . 

1 triangoli GMD , GMP, il cui vertice comune c G, hanno la 
stessa altezza, perciò stanno come le basi MD, MP, ma queste 
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stanno come i lati GD, GP, perchè la linea GM divide l'angolo 
PGD in due parti eguali, ed è poi GD a GP come GF a GB, ov- 
vero come GF a GD, o in fine come A ad A ; per conseguenza 
sarà 

GMD : GMP \ \ A : A', e 
componendo risulterà 

GMD : GMD+GMP ; : A : A+ A‘ 

ovvero 

GMD : GDP "A: A+A'. 

Moltiplicando gli antecedenti di questa proporzione per 2, si avrà 
bGMD : GDP sA : A+A'. 

Ma il doppio del triangolo GMD equivale al quadrilatero 
GDMB, e questo quadrilatero ed il triangolo GDP sono parti ali- 
quote simili de" poligoni B' e B, dunque sarà 
B' : B 2 A : A-*- . 4', 

vale a dire sarà 



B‘= 



zAxB 

A-+A> 



( 2 ) 



Dalle cose precedenti si può conchiudere che essendo dati i po- 
ligoni A e B è facile trovare i poligoni A 1 e B 1 , che hanno un dop- 
pio numero di iati. 

Con l’ajuto delle due espressioni (1), e (2) si può ora risolvere 
il problema, che forma l’obbietlo di questa nota, cioè quello di 



Trovare il rapporto approssimativo della circonferenza al 
diametro. 



Sia il raggio del cerchio eguale all’ unità, il lato del quadrato 
iscritto sarà eguale a |/1T ( n° 428 ) e quello del quadrato circo- 
scritto sarà eguale al diametro 2, dunque l'aja del quadrato iscrit- 
to =2, e quella del quadrato circoscritto =4 . Quindi facendo nel- 
l'espressioni (1), e (2), A— a e B=^f si troverà A'= [/ 8=2 , 

1 6 

8284271 per l’aja dell’ottagono iscritto, e ^ » ov ' vcro 

B'= 3, 3137085 per l’aja dell’ottagono circoscritto. Conoscendo in 
questo modo gli ottagoni iscritti e circoscritti si troveranno i po- 
ligoni di un numero doppio di lati, facendo nell’espressioni (I ), e 
(2), ^=2,8284271, e B—3 , 3137085, s'avrà ^'=3,0614674 per 
l’aja del poligono di 16 lati iscritto , e 2?'=3, 18259 79 per l’aja 
del poligono di 16 lati circoscritto. Proseguendo allo stesso modo 
si troverà -zf'=3,l4l5926 per l’aja del poligono iscrìtto di 32768 
lati, e ff'=3,1415926 per l’aja del poligono circoscritto di 32768 
lati. Da ciò si conchiude che l’aja del cerchio è uguale a 3, 14 15926, 
perchè il cerchio deve sempre esser compreso tra il poligono iscrit- 
to ed il poligono circoscritto ; dunque se questi non differiscono 
tra loro sino a un certo ordine di d ecimali, il cerchio non ne dif- 
ferirà pure sino allo stesso ordine di decimali. Si potrei le aver 
qualche dubbio sulla esattezza dell’ ultima cifra decimale a cagio- 
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ne degli errori, che nasc olio dalle parti, che si trascurano; ma il 
calcolo è stato fatto con una decimale di più, a (ine di esser sicn- 
ri del risullamento, che abbiam trovato siuo all'ultima cifra deci- 
male. 

Essendo l’aja del cercho eguale al prodotto della semicirconfe- 
renza moltiplicata per la meta del raggio, ne segue che quando il 
raggio =1, la semicirconferenza sarà espressa da 3, 1415926 ; e 
quando il diametro = I , la circonferenza intera sarà espressa da 
3,1415926. Quindi il rapporto della circonferenza al diametro è 
x=3, 1415926 approssimato siuo a sette cifre decimali. 

nota terza ( pag. 122 ) 

Trovare, con una costruzione grafica, il rapporto approssi- 
mativo della circonferenza al diametro ( fig. 123 ). 



Conoscendo il rapporto della circonferenza al diametro si può 
praticamente trovare la lunghezza della circonferenza di un cer- 
chio dato , allorché si conosce il diametro. Ma questa operazione 
ha bisogno del compasso di proporzione, o almeno di una scala di 
parli eguali. Volendo evitare l’uso di questi istrumenti, ed adope- 
rare semplicemente la riga ed il compasso, ecco come si dovrebbe 
procedere per avere in pratica la lunghezza della circonferenza 
con una sutficiente approssimazione. 

Si prolunghi il lato ED del quadralo ACDE , finché s’ abbia 
EG-r=EO, cioè eguale al raggio del cerchio circoscritto al qua- 
drato ; e si tiri la retta AG. 

Essendo retto l’angolo AOE, ed essendo EO— IO, il quadrato, 
della ipotenusa A E sarà doppio del quadrato di EO ovvero di EG , 
e per conseguenza, se si faccia EO— I , il quadrato di AG sarà e- 
guale a 3, e però sarà AG— l/ÌT, ossia sarà AG eguale al lato 
del triangolo equilatero iscritto ( n° 43!) ). 

Ciò premesso, si costruisca un triangolo rettangolo ,S’/ J ()((ig. I 18), 
in moao che il cateto / J (Jsia eguale alla deferenza fra il triplo del 
raggio EO e la terza parte di AG. e che l’altro cateto SP sia egua- 
le al diametro EC, la ipotenusa SQ sarà la lunghezza approssima- 
tiva della circonferenza, il cui raggio è EO. 

Infatti, dalle cose precedenti risulta che 






4. 



ovvero 

SQ'= 9 — 2|/T h- 7-4-4 , ossia Jq=^ — 2\/T. 

Ma 2l/T= 3,46411010, dunque =9,8692317, e per con- 
seguenza sarà 

50 = 3,4153 

numero, che nelle prime quattro cifre decimali s’accorda con x— 
3,14.15926 , e per conseguenza è esalto sino a un diecimillesimo 
circa. 
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NOTA QUARTA ( pag. 115). 

Sul metodo delimiti. 

Abbiam veduto (n° 445) eho il principio di Archimede, in quan- 
to al cerchio, è una conseguenza immediata delia prop. 150 , in 
cui si dimostra che il cerchio si può considerare come un poligo- 
no regolare di un numero infinito di lati. Senza questa considera- 
zione il principio di Archimede non può ammettersi; c se questo 
sommo geometra l’annuncia senza dimostrazione, ciò dipende dal- 
l’uso che avevano gli antichi geometri di non adoperare apertamen- 
te la considerazione dell infinito; come prima di Archimede aveva 
già fatto Duclide presentando sotto forma di postulato (n° 67) il 
principio fondamentale della teorica delle rette parallele, e soito 
forma di definizione quello della proporzione. Con questi principii 
gli antichi geometri arrivarono a mascherare l’idea dell'infinito, che 
all'ingresso della scienza si presenta nella teoripa delle parallele , 
poi nel passaggio dalle linee commensurabili alle incommensura- 
bili, e finalmente in quello delle linee rette alle curve. Ma ne’no- 
stri tempi l’uso di siffatte maschere non potrebbe tollerarsi, perchè 
la considerazione deil’inGnito s’incontra dappertutto nelle Matema- 
tiche pure e miste; ed è vana la pretensione di alcuni, i quali vor- 
rebbero dare ad intendere che quelli tre principii si debbono con- 
siderare come altrettanti assiomi. Non possiamo in questo luogo 
entrare in una lunga discussione di questi principii, perciò ci limi- 
teremo a dire qualche cosa intorno al principio di Archimede so- 
lamente. • 

Dalla prop 150 non solo si deduce il prinrpio degli infinita- 
mente piccoli, c quello di Archimede; ma si deduce ancora che il 
cerchio si può considerare come limite de poligoni regolari iscritti 
e circoscritti. Infatti, una grandezza costante si si dice limite di 
un’altra grandezza variabile B. quando questa si può avvicinare 
a quella, in modo che la loro differenza possa divenire minore di 
qualsivoglia grandezza data, senza che le due grandezze A , e B 
possano mai divenire rigorosamente eguali. 

Or dalla prop. ISO risulta che queste condizioni s’avverano ri- 
spetto al cerchio ed ai poligoni regolari iscritti e circoscritti, dun- 
que il cerchio si può considerare come il limite di questi poligoni. 
Da questa terza maniera di considerare il cerchio è nato il cosi 
detto metodo de ’ limiti, come dalle altre due risultano il metodo 
degli infinitamente piccoli, e quello di esauslione . o di riduzione 
all'assurdo. Noi abbiam fatto uso di questi due ultimi metodi nel 
dimostrare diverse proposizioni importanti di geometria , ma sti- 
miamo dover fare conoscere in questo luogo come si potrebbe ap- 
plicare ad esse il metodo de’ limiti. Questo metodo poggia sul se- 
guente principio: 

Due quantità costanti A e B sono eguali , quando la loro sup- 
posta differenza può dimostrarsi che sia minore di qualsivoglia 
quantità data. 
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Infatti, se non sono eguali, avranno una differenza K Essa e co- 
stante, e per conseguenza non potrebbe la loro differenza divenire 
minore di qualunque quantità data, contro la supposizione, dun- 
que quando quel principio s’avvera, dev’essere A=B. 

Ciò premesso, applicheremo un siffatto principio alla dimostra- 
zione di alcuni teoremi. 

1° Bue rettangoli della stessa altezza stanno come le 1 oro òasi. 

Questa proposizione è stata dimostrata (n° 255) come corollario 
di un’altra proposizione, ma può dimostrarsi direttamente non so- 
lo col metodo di esaustione applicando a due rettangoli il ragio- 
namento fatto (n° 37 1) per gli angoli ai centri di cerchi eguali , 
ma ancora col metodo de’limili nel modo che segue: 

Quando le basi so.:o commensurabili, la dimostrazione è facilis- 
sima, per cui supporremo che le dette basi siano incommensurabili. 

Siano R e R' i due rettangoli, ed a, a' le loro basi. Si concepi- 
sca un altro rettangolo R" della stessa altezza , e che abbia una 
base a" minore di a', e commensurabile con a. Si potrà far avvi- 
cinare a" ad a' tanto quanto si vorrà , senza che cessi di essere 
commensurabile con a, perchè basta scomporre « iu parti indefi- 
nitamente decrescenti, e portarle tanto quanto si può sopra a', il 
resto sarà minore di una di queste parti , e per conseguenza può 
divenire minore di qualsivoglia quantità data. Quindi a" ha per 
limite a', e però R" avrà per limite R‘ . Or essendo a, ed a" com- 
mensurabili si ha R : R" \ \ a : a", dunque pel principe de’limiti 
sarà R : R' a : a', che è quanto si doveva dimostrare. 

2° V aja del cerchio ha per misura il prodotto della sua cir- 
conferenza per la metà del raggio. 

Sia A l’aja del cerchio dato, R il suo raggio , e C la circonfe- 
renza. Si dinoti con a l’eccesso dell’ aja del poligono circoscritto 
su quella del cerchio, e b l’eccesso del perimetro del poligono sul- 
la circonferenza. L’aja del poligono sarà espressa da A~\-a , ed il 
suo perimetro da C~r-b : ma 1’ aja di un poligono regolare ha per 
misura il prodotto del suo perimetro per la metà del raggio del 
cerchio iscritto, dunque questa aja sarà espressa da 
A-i-a=ìR( C-¥b). 

Or a e 6 possono divenire tanto piccole quanto si vuole , dun- 
que la differenza tra le due quantità costanti A ed ±RC può dive- 
nire minore di qualsivoglia quantità data, e però sarà A=i RC, 
che è quanto si doveva dimostrare. 

Questi esempii bastano a dare una idea sufficiente del metodo 
de’lìmiti, e raccomandiamo agli studiosi di esercitarsi a dimostrare 
i teoremi di geometria con i tre metodi. 
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